Blok 3 - Vaardigheden

l1a

2a

bladzijde 174

3x+1=-3x+6
6x=5
7-3k=2(k+5)
7-3k=2k+10
—Sk=3

k=-3
4c-9=06¢c+12
—2c=21

c=-10%
32r-7)=133
6r-21=33

6r=>54

r=9

2t+5=20+2¢
5=207?77

Geen oplossing.
4(10-b)=-8(b+4)
40-4b=-8b—-32
4b=-72

b=-18
3-2(x=5)=2x+5(x-1)
3-2x+10=2x+5x-5
—O9x =-18

x=2
Ix+21=3(6x+1)
Ix+21=5x+1

—4Zx=-21
14x="7

_1
X=3

fix)=0dus (x-2)(x+2)=0

Is overbodig want als een product 0 is weet je dat tenminste één van de factoren 0

moet zijn.

x=-2)(x+2)=0

x=2o0of x=-2

flx)=5dus (x-2)(x+2)=5

Als een product 5 is kun je vrijwel niets zeggen over de factoren.

x-2)(x+2)=5
x*-4=5
x*=9

x=3o0of x=-3

125



3a

4a

126

Blok 3 - Vaardigheden

Xo+2x=0

x(x+2)=0

x=0of x=-2
(x+4)(x—4)=x(x+38)
x*—16=x*+8x

8x=-16

x=-2

Je weet dat een factor 0 moet zijn.
(2x+8)(3x-1)=0

2x+8=0of $x-1=0

x=—4of x=3

A: (x+2)(0,2x-8)=0
x+2=00f 0,2x-8=0
x=-2of x=40

D: x(x+3)(11x-6)=0
x=0of x=-3o0of x=4

H: 5x+1)(-2x-3)=0
(5x+1)=0 of (-2x-3)=0
Sx=-1of -2x=3

—_1 —_11
X = 5ofx— 12

B: 2x-5)2x+5)=24
4x*—=25=24

4x* =49

(2x)* =49

2x=%7

x=131

C: (2x+3)*+2x=3
4x* +12x+9+2x=3
4 +14x+6=0
2x°+7x+3=0
(2x+1)(x+3)=0
x=-%of x=-3

E: Qx-1Y%=x"+1
4’ —4x+1=x"+1
3x*—4x=0
x(3x-4)=0
x=0of x=11
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F: (x+7)*=(x-3)(x+5)
X +14x+49=x>+2x-15
12x = -64

—_51
X = 53

G: (4x+1)(dx+1)=17
—16x*+1=17
-16x*=16

xr=-1

Geen oplossing.

H: 5x+1)(-2x-3)=0
5x+1=0o0of -2x-3=0
S5x=-1of -2x=3
x=-tof x=-11

I (x-2)(x+2)=(Gx+1)" -4
X -4=1x>+x+1-4

2
2x"—x-1=0
3x*—4x-4=0
Bx+2)(x-2)=0

x=-20of x=2

J: (0,5x+2)* —2x =20
0,25x> +2x+4-2x=20
0,25x*=16

x>=64

x=8of x=-8

bladzijde 175

) == +2)=0en g(1)=(1-17 =0

(1-x)(Ex+2)=1-x)
%x+2—%xz—2)(:1—2)(4—)52
~11x*+1x+1=0
3x*-x-2=0
Bx+2)(x-1)=0

x=-%2of x=1
lx+2=1-x
1x=-1
x=-2

Hij deelt door 1—x maar dit mag alleen als 1-x#0

Hij mist zo de oplossing x =1

Blok 3 - Vaardigheden
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6a Methode 3

b 1 (x—4)°=1
x—4=1of x—4=-1
x=5of x=3
2: (0,4x +3)* =100
0,4x+3=10 of 0,4x+3=-10
0,4x=7 of 0,4x=-13
x=171 of x=-321
3 (2x-6)7=5
2x—6=+/5 of 2x—6=—/5
2x=6++/5 of 2x=6-+/5
x:3+%\/§ of x:3—12-\/§
4: tx+1) =2
1x+1=V2 of lx+1=—/2
x+3=3V2 of x+3=-3J2
x=-3+3/2 of x=-3-3/2
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7a  x(x—4)=45
x?—4x-45=0
x-9(x+5)=0
x=9 of x=-5

b 8+(3x-1)"=23
(Bx-1)*=15
3x—1=4/15 of 3x-1=—/15
x=J3-+13-\/B of x=1-1J15

c (2x+5(x-1)=3(x-1)
x—1=0 of 2x+5=3

x=1of x=-1
d  S5x*(x+3)=0
x=0of x=-3

e x’(2x-9)=7x’
x*=0 of 2x-9=7
x=0 of x=8
fol-(x-4)Y>=1
(x-4)*=0
x=4
g (2x-57%=36
2x—5=6 of 2x—-5=-6
2x=11 of 2x=-1
x=51 of x=-1
h  (x+2)*=(3-2x)°
x+2=3-2x of x+2=—(3-2x)
x+2=3-2xof x+2=-3+2x
3x=1of —x=-5
x=1%of x=5
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Bx-4)(2x-3)=0
3x—4=0 of 2x-3=0
x=1%1 of x=14
g(x)=5

(1-x)*=5
l-x=50f1-x==/5
x=1-+/5 of x=1+/5
Snijpunten: (1-+/5, 5) en (1++/5, 5)
h(x)=x+2
(%x+1)2:x+2

Ly +x+1=x+2
x*=1

2

EN N

=
N~

x=2of x=-2

Snijpunten: (-2, 0) en (2, 4)
g0)=(1-0)>=1en h(0)=(0+1)*=1
g(x) = h(x)

(1-x)*= Gx+ 1)

1

I-x=21x+lof l-x=-Jx-1

-1ix=0of —-1x=-2
x=0 of x=4
Het tweede snijpunt is (4, 9).

X =5x+4x°

X —4x*—5x=0
x(x*=4x-5)=0
x(x=5)(x+1)=0
x=0of x=5of x=-1
26— 9%’ +7x =0
x(2x*=9x+7)=0
x2x-T)(x-1)=0
x=0 of x=31 of x=1
3x*+6x°-9x* =0
3x%(x* +2x-3)=0
3x%(x+3)(x-1)=0
x=0of x=-3 of x=1
¥ -x*-x=0
x(x*—x-1)=0
x=0of x**’~x-1=0

1+ 1) -4-1--1

x=0of x= 5
x=0 of)c:liz\/g
x=0 of x:%+%\/§ of x:%—%\/g

Blok 3 - Vaardigheden
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10a 3-—-J/5x-1=-2

d —4(5x+/2)=8
5x+2==2
5x=—2-2
x=-2-12
e 1(x’-12°=50
(x*=12)* =100
x*=12=10 of x*-12=-10
x?*=22 of x*=2
x=+22 of x=—/22 of x=+/2 of x=—/2
foV3x*+9=4
3x*+9=16
3xr=7

2
x* =1

3
x:\/g ofx:—\/g

11a  (5x-3)(4-x)=0

5x-3=0 of 4—Jx=0
Sx=3of Jx=4
x=2 of x=16

b (x+1)Ex+5=x"+5
X +6x+5=x>+5
X —x?—6x=0
x(x*—x-6)=0
x(x=3)(x+2)=0
x=0of x=3 of x=-2

¢ 1x-28-x)=1x

1x-16+2x=1x

2-]‘-le6
9x =64

—71
,\1—79
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Gx-6)=5

1x—6=y50f Lx-6=—/5
x—18=3V5 of x—18=-35
x=18-3V5 of x=18-35

2  _
10x* — 6x

10x2—6x=—

4

1
2
20x*-12x+1=0

(o122V64 1248
40 40
1

0fx=ﬁ

-1
X=3

¥} (x—6)=(x—-6)
x—6=0o0f x’=1

x=6 of x=10of x=-1

(3+x-1)* =100

(B++vVx-1)=10 of B3++vx-1)=-10
vx—1=7 of Vx—1=-13(kan niet)

x—1=49

x=50

(3-2x)* = x*

3-2x=x of 3-2x=—x
—3x=-3of —x=-3
x=1of x=3

bladzijde 177

De functie bestaat niet als x <-4 het randpunt krijg je dus voor x =—4
f(—4) = aJ0 — a = —a dus is het randpunt (4, — a) .

(-3, 0)want f(-3)=av1-a=0

PO\ =y, - yp = ,(12)- £(12)
De afstand van R tot de x-as is
Dus moet gelden |3a| =10

3a =10 of 3a=-10
Enis a=31of a=-31
fz(x)=0

2x—x2=0
x2-x)=0

x=0of x=2

f(x)=0

ax—x*=0

x(a-x)=0

x=0of x=a

=(2J16-2)- (16 -1)=(8-2)-(4-1)=6-3=3
£,12)| =|(@16 - a)| = [4a — a| = 3]

Blok 3 - Vaardigheden

131



Blok 3 - Vaardigheden

¢ Als a=2 dan zijn de nulpunten x =0 en x =2 (zie opdracht a)
Xpop =1 en y.op =f,(1)=1,dus de top (1, 1).
Als a=6 danzijn de nulpunten x=0en x=6dusx;, =3 en y;, =f(3)=9,
top (3, 9).
Als a=-11 dan zijn de nulpunten x =0 en x =-11dus
Xrop =53 €n yrop =f,(-53)=301, dus de top (-51, 301)
d  Denulpuntenzijn x=0of x=a dusx;,, =L1aen y., =f(Ga)= %az , de top is dus

(ta, ta)
e a*—-64>0
a’>64
a>8 of a<-8
ffx)=x+1

ax—x*=x+1

X +x—ax+1=0

¥ +(1-a)x+1=0

Precies één oplossing als D=(1—a)*-4-1-1=0

(1-a)*=4
l-a=2of 1-a=-2
a=-1lofa=3

14a Invullen van de co6rdinaten van P(2,4) in y=a(x—2)+4 geeftd=a(2-2)+4,dus

4=4

b A4, 0)invullenin y=a(x—2)+4 geeft0=a(4-2)+4,dus a=-2
B(-2, 0)invullenin y=a(x—-2)+4 geeft0=a(-2-2)+4,dus a=1

c flx)y=x(x-2)+4
—Tx-4(x+2)=a(x-2)+4
(x-4)(x+2)=-2a(x-2)-8
x*—2x—8=-2ax+4a-8
x*+2ax-2x—4a=0
¥’ +(2a-2)x—4a=0
Precies één oplossing als D =(2a—2)*—4-1-—-4a=0
4a>-8a+4+16a=0

a*+2a+1=0
(a+1)*=0
a=-1
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Verdieping - Bewijs uit het ongerijmde

l1a

2a

bladzijde 178

ZA, = 24D, want |AC|=|CD|
4D, = ZA, + ZB (stelling van de buitenhoek)

}:LA1:LA2+4B:

LA+ LA)=2- LA+ LB= LA, > 2B

De aanpak met punt D op BC werkt nu niet omdat je er dan vanuit gaat dat

|BC| > |AC| en dat moet je nu juist bewijzen.

Wanneer |BC| > |AC| niet geldt, dan blijven over |BC| = |AC| en|BC| < |AC|.
Gegeven |BC| = |AC| .

Danis AABC gelijkbenig, dus ZA = ZB en dat is in tegenspraak met £ZA > ZB
Gegeven |BC | < |AC | Uit opdracht a volgt nu ZA < ZB en dat is in tegenspraak met
LA>ZB.

De conclusie moet dus wel zijn dat als ZA > ZB dan is |BC| > |AC|.

Bij een direkt bewijs ga je uit van het gegeven en bewijs je de veronderstelling, zoals
bij opdracht a.

Bij een indirekt bewijs ga je uit van alle mogelijkheden en bewijst dat die allemaal,
op één na, een tegenspraak opleveren. Die ene mogelijkheid moet dus wel juist zijn.

Gegeven: |AD|:|DB| en |CD|:%~|AB|
Dan geldt:

|CD|=1-|AB|=|CD|=|AD|= £A= £ACD A SB e JACD + /DCB = £C
(CD|=1-|4B|=|cD|=|pB|= 2B = zpcp [~ TN T AT AR

LA+ LB+ ZC=180°= £ZC+ £C =180° = £ZC =90° . Dit in tegenspraak met het
stomp zijn van ZC .
Gegeven: |AD| = |DB| en |CD| >4 |AB|
Dan geldt:
[CD|>1-|AB|=|CD|>|AD|= £A > £ACD

= LA+ 4B > LACD+ £ZDCB=ZC
|CD|>1-|AB|=|CD|>|DB|= 4B > «DCB
LA+ 4B+ ZC =180°= £LC + £C <180° = £C < 90° Dit in tegenspraak met het
stomp zijn van £C .
Conclusie: wanneer ZC stomp is dan is |CD| <1 |AB|
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Gegeven: |AB|>|BF|

Te bewijzen: ZF,, >90°.

|AB|>|BF|= 2F, > £A,

(AE|=[BF| > 2F = a, [~ 40 B> L+ Ly = Ly > Ly =90
- = 1= 1 ” >

Gegeven: |BC|>|BF|

Te bewijzen: 4F374 > 90°

|BC|>|BF|= 2F, > £C,

|DC|— |DF| o JF = C = LF,+ ZLF, > LC, +LC2 = LFB’4 > LCLZ =90°
= = ZC,

Uit opdracht a en b volgt dat £F, ,;, = £F, + £F, ;> 90°+90° =180°
Dit is in tegenspraak met het gegeven dat D, E, en F op één lijn liggen.
Gegeven |AB| < |BF|
|AB|<|BF|= £F, < £A, P F . < LA =90 (1)
= + <LA+ LA = LF <L =90°
|AE|=|EF|:>LF1=4A1 1 ) <LA + LA, 12 12
|AB|<|BF|= |BC|<|BF|
|BC|<|BF|= 4F, < £C,
|DC|=|DF|= £F, = 2,
Uit (1) en (2) volgt dat £F,,;, = ZF , + £F;, <90°+90° = 180°
Dit is in tegenspraak met het gegeven dat D, E, en F op één lijn liggen.
Het bovenstaande leidt tot de conclusie dat |AB| = |BF |

|AB|=|BF|= 24, = ZF,
|AE|=|EF|= £A, = £F,

}:> LF+ LF, < LC + LC, = LF,, < LC , =90° (2)

}:AEFB:LFI+LF2=4A1+4AZ:9O°

Dan moet je uitgaan van de mogelijkheden: ZEFB > 90° , ZEFB = 90° en
ZEFB < 90°

Te bewijzen ZEFB =90°
ZEFB <90° = ZF, + £F, <90°

LA, + ZA, = 90° = LF, < ZA, =|AB|<|BF| (1)
ZA = ZF,

ZEFB <90° = ZDFB > 90° = £F, + ZF, > 90°
£C +£Cy=90° = £F,> £C, = |BC|>|BF| (2)
£C, = ZF,

(1)en (2) geeft|AB| < |BF| < |BC| . Dit is in tegenspraak met |AB| = |BC|
De aanname ZEFB > 90° leidt op dezelfde wijze tot de tegenspraak
|AB|>|BF|>|BC|

De conclusie is dus ZEFB = 90°



Verdieping - Bewijs het ongerijmde

4a C

A B

In vierhoek HDCE geldt:

LE+24D=180° en LE+/ZH+ 4D+ £C =360°= LEHD+ ZACB =180° (1)
ZEHD = ZAHB overstaande hoeken (2)

(1)en (2) LAHB+ ZACB=180°= ZAHB =180°- ZACB

A B

Wanneer ZC stomp is snijden de hoogtelijnen elkaar buiten de drichoek.

ZLE+24D=180° en LE+ ZH+ £ZD+ £C =360° = ZDHE + ZDCE =180° (1)

£ZDCE = ZACB overstaande hoeken (2)

(1)en(2) «DHE + ZACB =180° = ZAHB + ZACB =180° = ZAHB =180°- ZACB
¢ De enige mogelijkheid die nog over blijft is ZC = 90°

In dat geval vallen C en H samen.

Maar ook dan geldt: ZAHB = 90° = 180° - 90° =180° - LACB.

Het vermoeden is dus juist voor elke driehoek.
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Wanneer je goed gemeten hebt vind je dat beide producten gelijk zijn.

£CXN = £BXK — ACNX ~ ABKX = CX _CN _ I
ZCNX = ZBKX =90° BX “BK
£CYN=2AYM | \eNy ~aamy - €Y 2 CN 1
ZCNY = ZANY =90° AY T AM " h
ZBZK = ZAZM S ABKZ ~ AAMZ — BZ _ BK _
ZBKZ = ZAMZ = 90° AZ " AM  h

Uit het bovenstaande volgt:

|BX| Y| |AZ| hy hy hy _

P C Q
Y X
S
A V4
LAXB = ZQXC (overstaande hoeken) s AAXB - AQXC @ M
ZXAB = ZXQC (Z-hoeken) ~lex| " loc]
ZCYP = ZAYB (overstaande hoeken) ACPY ~ AABY u _ m
ZPCY = ZBAY (Z-hoeken) - ~laB| " |av]
LASZ = ZQSC (overstaande hoeken) — AAZS - AQCS = u 3 @ 0
£SAZ = £8QC (Z-hoeken) loc|  [cs|

£BSZ = £PSC (overstaande hoeken)
£ZBS = LCPS (Z-hoeken)

| | | 82|

|

|BZ| |zs|
= ABZS ~ APCS = —1=1="1 (2)
\PC| cs|
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Verdieping - Transversalen

42| _|Bz| Az _|cQ)
loc||pc| " |Bz] |pC]

Bewijs stelling: uit het voorgaande volgt:

|Bx| [cY| |aZ| _|AB| |cP| |cQ| _
[xcl |val [z8| " |co] |AB] |cP|

bladzijde 181

x) fov| a7
|xc| |vA| |zB|

Gegeven

AX ,BY en CZ gaan door één punt T.

- 5| [cv| [az]
Uit de stelling van Ceva volgt dan : —=1 (2)
o el A
AZ
|AZ|_‘AZ* P _Dp+q

:>pr=(p+q)(r+q):>pr=pr+pq+qr+q2:>

==

|ZB| ‘Z B‘ r+q  r
pg+rqg+q*=0=q(p+r+q)=0=qg=00f p+r+qg=0=

g=0:ZenZ" vallen samen of AB=0 (kan niet want dan is er geen driehoek).

Dus vallen Z en Z" samen
In het tweede geval, dat Z rechts van Z* ligt gaat het bewijs op dezelfde wijze.

Zwaartelijnen delen de overstaande zijden middendoor. Dus voor de

zwaartelijnen AX ,BY enCZ geldt: AZ=72B = %: 1,BX = XC :%: 1 en
cy=va=SE -1

|Bx| [cY| |AZ| y »
Dus geldt: ——-— - == =1-1-1=1= De zwaartelijnen gaan door één punt.
|xc| |vA| |zB|

Vol d td telli 1dt dus: |AZ| = |AC|
olgens de naast de opgave gegeven stelling ge us: @ = m

BX| |AB CY| |BC
en = en =
XC| |AC YAl |AB

[Bx| [cY| |aZ| _|B| |BC| |AC| _

Uit opdracht b volgt dan: |XC| |YA| |ZB| = |AC| |AB| |BC| =1=

de drie bissectrices gaan door één punt (stelling van Ceva)
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Te bewijzen: |[BZ| =|BX]|

Bewijs:

|MZ|=|MX|

£ZMZB = ZMXB =90° ; = (zzr) AMZB = AMXB = |BZ|=|BX|
|MB|=|MB|

Op dezelfde wijze bewijs je dat |[AZ|=|AY]|en|CY|=|CX|

|BX| . Y| _ |laz| |BZ| _ Icx| _ |AY|

= =1=
\xc| |vA| |zB| |xc| |v4| |zB|

Er geldt dus:

de drie lijnen AX ,BY enCZ gaan door één punt (stelling van Ceva)



