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Verdieping – Inverse goniofuncties

  bladzijde 62

 1a f x x( ) = − 2  en g x x( ) = 3

 b f x x( ) = − 6  en g x x( ) = 3

 c f x x( ) = +2 1
2 π  en g x x( ) = sin

 d f x x( ) = + 3  en g x
x

( ) = 2

 e f x x( ) = − 3  en g x x( ) = 2

 2a f x
x

( ) =
+
1

43

 b f x
x

( ) = −( )1 4
2

 c f x x( ) = +( )3 1
2cos π

 3a h x g x x x x x( ) = −( ) = −( ) + −( ) = − +3 2 3 2 3 3 2 3 2 3 12 ( )( )

 b k x f x x x x x x( ) = +( ) = +( ) − = + −2 2 23 3 3 2 3 9 2

 4a h f x h x h x x h x x( )( ) = +( )( ) = + = ⇒ = −2 2 2 4 21
2( ) ( )

 b f h x f x x x( )( ) = −( ) = − +( ) =1
2

1
22 2 2 2

 c De grafieken van f en g zijn elkaars spiegelbeeld in de lijn y x= .

 d k g x k
x

x k x
x x

( ) ( )( ) =
+( ) = ⇒ = ⋅ − = −1

3 6
1 2 1

3
21

3

 e g k x g
x

x x x

x( )( ) = −( ) =
−( ) +

=
− +

= =1
3

2 1

3 1
3

2 6

1
1 6 6

1
1

 f De grafieken van g en k zijn elkaars spiegelbeeld in de lijn y x= .

  bladzijde 63

 5a f y
x

: =
+

3
2 6

 dit geeft f x
y

− =
+

⇒1 3
2 6

:  2 6 3y
x

+ = ⇒

  2 3 6y
x

= − ⇒  y
x

= − ⇒3
2

3  y
x

= −( )3
2

3
2

  dus f x
x

− ( ) = −( )1
23

2
3

 b g y x: = +e2 4  dit geeft g x y− += ⇒1 2 4: e  2 4y x+ = ⇒ln

  2 4y x= − ⇒ln  y x= −1
2 2ln

  dus g x x− ( ) = −1 1
2 2ln

 c h y x
x

: = +
−

2 3
1

 dit geeft h x
y
y

− = +
−

⇒1 2 3
1

:  xy x y− = + ⇒2 3

  xy y x− = + ⇒2 3  y x x−( ) = + ⇒2 3  y x
x

= +
−

3
2

  dus h x x
x

− ( ) = +
−

1 3
2
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 d k y x: ln= +( )3 4  dit geeft k x y− = +( ) ⇒1 3 4: ln  ln y x+( ) = ⇒4 1
3

  y x+ = ⇒4
1
3e  y x= − ⇒e

1
3 4  y x= −( )e

1
3 4

2

  dus k x x− ( ) = −( )1
21

3 4e

 e l y x: ln= +( )e2 4  dit geeft l x y− = +( ) ⇒1 2 4: ln e  e e2 4y x+ = ⇒

  e e2 4y x= − ⇒  2 4y x= −( ) ⇒ln e  y x= −( )1
2 4ln e  dus l x x− ( ) = −( )1 1

2 4ln e

 f m y
x

x: = −
+

e
e

1
1

 dit geeft m x
y

y
− = −

+
⇒1 1

1
: e

e
 x xy ye e+ = − ⇒1

  e y x
x

= − −
−

⇒1
1

 y x
x

= − −
−( )ln 1

1

  dus m x x
x

x
x

− ( ) = − −
−( ) = +

−( )1 1
1

1
1

ln ln

 6a Als je de parabool spiegelt in y x=  krijg je een grafiek waarbij elke x > 0  twee 
y-waarden heeft en dan is het geen functie.

 b De inverse functie is dan g x x− ( ) =1 .
  Dit is een functie omdat bij elke x ≥ 0  precies één functiewaarde hoort.
 c De inverse functie is dan h x x− ( ) = −1 .
  Dit is een functie omdat bij elke x ≥ 0  precies één functiewaarde hoort.

  bladzijde 64

 7a 2 oplossingen
 b 4 oplossingen
 c Voor − ≤ ≤1

2
1
2π πx  komt elke functiewaarde van –1 tot en met 1 precies één keer 

voor.

 8a 2 oplossingen
 b 2 oplossingen
 c 1 oplossing

 d 1 oplossing
 e 1 oplossing
 f 1 oplossing

 9a −[ ]1
2

1
2π π,  of 1

2
1
21π π,[ ]

 b −[ ]π, 0  of 0, π[ ]
 c − 1

2
1
2π π,  of 1

2
1
21π π,

  bladzijde 65

 10a arcsin1 1
2= π

 b arccos 0 1
2= π

 c arccos 1
2

1
3= π

 d arcsin( )− = −1
2

1
6 π

 e arccos 1
2

1
63 = π

 f arccos( )− =1
2

5
63 π

 g arccos( )− =1
2

2
3 π

 h arccos( )− =1
2

3
42 π

 i arctan1 1
4= π

 j arccos( )− =1 π
 k arcsin( )− = −1 1

2 π
 l arctan( )− = −3 1

3 π

Verdieping – Inverse goniofuncties
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Verdieping – Inverse goniofuncties

 11a domein = −[ ]1
2

1
2π π,  en f x x− ( ) =1 1

2arcsin

 b domein = [ ]0, π  en g x x− ( ) = −1 arccos

 c domein = − 1
4

1
4π π,  en h x x− ( ) =1 1

2 arctan

 d domein = −[ ]1
2

1
2,  en f x x− ( ) =1 1

2 cos

 e domein = −[ ]1 1,  en h x x− ( ) = ( )1 sin ln

 f domein = →0,  en l x ex− ( ) = ( )1 1
2tan

 12a f x x( ) arcsin= 2 , domein: − ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤1 2 1 1
2

1
2x x , dus Df = −[ ]1

2
1
2, , Bf = − 1

2
1
2π π,

 b g x x( ) arccos ,= 3 0 5 , domein: − ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤1 0 5 1 2 2, x x , dus Dg = −[ ]2 2,  , Bg = [ ]0 3, π
 c h x x( ) arctan= 2 3 , domein: Dh =�, Bh = −π π,

 d k x x( ) arcsin( )= −2 , domein: − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤1 1 1 1x x , dus Dk = −[ ]1 1,  , Bk = −[ ]π π,

 e l x x( ) arccos( )= −4 , domein: 

  − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ − ≤ − ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤1 4 1 5 3 3 5 9 25x x x x , dus Dl = [ ]9 25,  , 

 f m x
x

( )
arctan

= 1 , domein: x x< >0 0of , dus Dm = ← ∪ →, ,0 0  , 

Bm = ← ∪ →, ,0 0

 13a f x x x( ) = ( ) =tan arctan

 b y x x x( ) = ( ) =arcsin sin  op interval − 1
2

1
2π π,

  bladzijde 66

 14a x y= cos  (links en rechts differentiëren)

  1 = − ⋅sin y
y
x

d
d

 dus d
d

y
x y

= − 1
sin

 b Uit cos sin2 2 1y y+ =  en x y= cos  volgt x y2 2 1+ =sin  dus sin y x= −1 2 .

  d
d

d
d

y
x

x
x y x

= = − = −
−

arccos
sin

1 1

1 2

 c x y= tan  (links en rechts differentiëren)

  1 1
2= ⋅

cos y
y
x

d
d

 dus d
d

y
x

y= cos2

 d cos
cos cos

cos sin sin
cos

2
2 2

2 2 2

2

1
1

1
y

y y
y y y

y

= =
+

=
+

==
+

1
1 2tan y

  d
d

d
d

y
x

x
x

y
y x

= = =
+

=
+

arctan cos
tan

2
2 2

1
1

1
1

 15a f x
x x

' ( ) =
+ ( )

⋅ =
+

1
1 4

4 4
1 162 2

 b g x
x x x

' ( ) =
− ( )

⋅ =
−

=
−

1

1

1

2 1

1

41
2

2

1
2

1
4

2 2

 c h x
x x

x x

x
' ( ) =

− ( )
⋅ =

−
1

1
1 3

2 12

1
2 3

 d k x
x

x x

x
'

cos
sin sin

cos
( ) =

−
⋅ − = −

−
= −1

1 1
1

2 2

Bl = [ ]0, π

0pm_MW9_VWOBB_WiskB_Dl3_Uitw.indd   60 4-5-09   11:53



⁄61
© Noordhoff Uitgevers bv

Verdieping – Inverse goniofuncties

 16a f x
x x

' ( ) = −
−

+ −
− −( )

⋅ − =1

1

1

1
1 0

2 2

 b f x( ) = constant.
 c f ( ) arccos arccos0 0 0 1

2
1
2= + = + =π π π , dus f x( ) = π  op interval −[ ]1 1, .

 d g x x x( ) arcsin arccos= + ⇒
  g x

x x
g x'( ) ( )=

−
+ −

−
= ⇒1

1

1

1
0

2 2
 is constant.

  g( ) arcsin arccos1
2

1
2

1
2

1
6

1
3

1
2= + = + =π π π , dus g x x x( ) arcsin arccos= + = 1

2
π .

 e De formule van opdracht d geldt op interval −[ ]1 1, .

 f h x x
x

x h x( ) arctan arctan '( )= + ≠ ⇒ =1 0met  1
1

1
1

1 1
1

1
1

02 1 2 2 2 2+
+

+ ( )
⋅ − =

+
−

+
=

x x x x
x

,

  dus h x( )  is constant.
  h( ) arctan arctan1 1 1 1

4
1
4

1
2= + = + =π π π

  h( ) arctan( ) arctan( )− = − + − = − + − = −1 1 1 1
4

1
4

1
2π π π

  dus k = − 1
2 π  op ←, 0  en k = 1

2 π  op 0,→ .

  bladzijde 67

 17a 
2

2 1
2 1

2
0

0 5

0

0 5

x
x x

( ) +
= ( )  = −∫

,
,

arctan arctan arctd aan 0 01
4

1
4= − =π π .

 b 
x

x
x x

x
x x

4
0

1

2 2
0

1

1
2

2

0

1
1
21 1+

=
( ) +

= ( )



 =∫ ∫d d arctan arrctan arctan1 0 01

2
1
2

1
4

1
2

1
8− = ⋅ − ⋅ =π π .

 18 1

9

1

9 1
3

2
0

1 5

1
3

2
0

1 5

1
3

1
3

−
=

⋅ − ( )
= ⋅ ( )∫ ∫

x
x

x
x x

, ,

arcsind d   = − = − =
0

1 5
1
6

1
60 5 0 0

,
arcsin , arcsin π π

 19a F x x x
x x

x x' arcsin arcsin( ) = ⋅ + ⋅
−

+
−

⋅ − = +1 1

1

1

2 1
2

2 2

xx

x

x

x
x f x

1 12 2−
−

−
= = ( )arcsin

 b 

O
x

–0,6–1,2 0,3 0,6

y

0,5

1

0,9 1,2

2

–1

–2

–0,5

–0,3–0,9

1,5

–1,5

  De randpunten zijn − −( )1 1
2, π  en 1 1

2, π( )  dan is y x= 1
2 π  de lijn door de randpunten.

  1
2

1
4

2 2

0

1

0

1

1π πx x x x x x x−( ) = − − −



∫ arcsin arcsind

  = − − −( ) − − ⋅ − −( ) = −1
4

1
4

1
21 1 1 0 0 0 1 0π πarcsin arcsin ππ π( ) − −( ) = − +1 11

4

 c G x x x x( ) = − −arccos 1 2
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 d 

1

x
0,3–0,3–0,6–0,9–1,2 O 0,6

y

0,5

2,5

3

0,9 1,2

1,5

2

  
arccos arccos arccosx x x x xd = − −



 = − −(∫ 1 1 1 12

0

1

0

1

)) − − −( ) = − −( ) =0 0 1 0 0 1 1arccos

 20a f c cc 1 1 1 1 01
2( ) = − ⋅ = − ⋅ =arcsin π  dus c = =1 2

1
2
π π

 b f x c
x

c ' ( ) = − ⋅
−

1 1

1 2

Verdieping – Inverse goniofuncties
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Verdieping – Kepler

  bladzijde 72

 1a De potentiële energie E GmM
rp = − = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅

−6 673 10 175 7 35 10
1 738 10

11 22, ,
, 66

8

0 5
4 94 10

+
= − ⋅

,
, J .

 b De astronaut gaat van hoogte r h1 =  naar hoogte r2 0= . Dus het verschil in 

potentiële energie ∆E E E GmM
r

GmM
r h

GmM
r

GmM
r hp p p= − = − − −

+( ) = − +
+, ,2 1

  = − ⋅ +
+ ⋅

+ ⋅
+ ⋅

= − ⋅
+

GmM r h
r h r

GmM r
r h r

GmM h
r h

( )
( ) ( ) ( ) ⋅⋅ r

.

 c Wanneer de astronaut op de maanbodem landt geldt h rmaan= = ⋅0 1 738 106en m, . 
  Daarvoor was de astronaut h = =50 0 50cm m,  hoger.
   Omdat h r= << = ⋅0 50 1 738 106, ,m m  kun je de benadering ( )r h r r+ ⋅ ≈ 2  toepassen.
  Het verschil in potentiële energie is dus:

  ∆E GmM h
r h r

GmM h
rp = − ⋅

+ ⋅
≈ − ⋅ = − ⋅ ⋅−

( )
,

2

116 673 10 175 ⋅⋅ ⋅ ⋅
⋅

= −7 35 10 0 50
1 738 10

142
22

6 2
, ,

( , )
J .

 d E Ek p= ∆  dus:

  1
2

2 2 142
87 5175 142 1 623 1 27⋅ ⋅ = ⇒ = ≈ ⇒ ≈v v v, , , m/s

  De astronaut raakt de maanbodem met een snelheid van 1 27, m/s .

 e g GM
r

= = ⋅ ⋅ ⋅
⋅

=
−

2

11 22

6 2
6 673 10 7 35 10

1 738 10
1, ,

( , )
,662 2m/s .

  bladzijde 73

 2a Volgens de wet van behoud van energie geldt E Epe ap= .

  1
2

2 1
2

2mv GMm
r

mv GMm
rpe

pe
ap

ap

− = − .

  1
2

2 1
2

2v GM
r

v GM
rpe

pe
ap

ap

− = −

  − = −( ) −GM
r

v v GM
rpe

ap pe
ap

1
2

2 2

  1 1
1
2

2 2

r

v v

GM rpe

pe ap

ap

=
−( ) +

  1 2 65 10 2 20 10
6 673 10 1 9

1
2

2 8 2 8

11rpe

= ⋅ − ⋅
⋅ ⋅−

( , , )
, , 99 10

1
2 49 10

4 834 1030 11
12

⋅
+

⋅
≈ ⋅ −

,
,

  rpe =
⋅

≈ ⋅−
1

4 834 10
2 07 1012

11

,
, m

 b Noem het moment waarop de afstand 2 2 1011, ⋅ m  is moment q.
  Volgens de wet van behoud van energie geldt E Eq ap= . Dit geeft 

  1
2

2 1
2

2mv GMm
r

mv GMm
rq

q
ap

ap

− = − .

  v GM
r

v GM
rq

q
ap

ap

2 22 2− = −

  v v GM
r

GM
rq ap

ap q

2 2 2 2= − +

  vq
2 4 2

11 30

2 20 10 2 6 673 10 1 99 10
2 49

= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅−
( , ) , ,

, ⋅⋅
+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅
=

−

10
2 6 673 10 1 99 10

2 2 10
6 2511

11 30

11
, ,

,
, ⋅⋅108

  Dus vq ≈ ⋅2 5 104, m/s .
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 3a F m a= ⋅ = ⋅ =500 1 0 500, N . Dus er is een kracht van 500 N nodig.
 b a = 1 2m/s  De snelheid elke seconde dus met 1,0 meter per seconde toe.
  Na 10 seconden heeft de auto dus een snelheid van 10 meter per seconde.
 c De motorkracht blijft constant. Uit F m a= ⋅  volgt dat a F m= / .
  Een 2 keer zwaardere auto ondervindt dus een 2 keer kleinere versnelling. Na 10 

seconden zal deze zwaardere auto dus een snelheid van 10
2

5= meter per seconde 
hebben.

  Een n keer zwaardere auto ondervindt dus een n keer kleinere versnelling. Na 10 
seconden zal deze zwaardere auto dus een snelheid van 10

n
 meter per seconde 

hebben.
 d Voor b geldt: m v⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅500 10 5 0 103, kg m/s .
  Voor c geldt: m v n n⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅500 5 0 1010 3, kg m/s .
  In beide situaties is het product m v⋅  dus constant.

  bladzijde 74

 4a De impuls p m v= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅2 0 10 2 0 10 4 0 109 4 13, , , kg m/s .
 b Om het impulsmoment te berekenen moet je eerst r⊥  berekenen.
  Aan de illustratie is te zien dat sin( )25° = ⊥r

r
.

  Hieruit volgt dat r r⊥ = ⋅ ° = ⋅ ⋅ ° = ⋅sin( ) , sin( ) ,25 8 0 10 25 3 38 1010 10 m .
  Dus L p r= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⊥ 4 0 10 3 38 10 1 35 1013 10 24 2, , , kg m /s .

 5a Neem als punt P bijvoorbeeld het linker snijpunt 
tussen de lange as en de ellips, zie de tekening 
hiernaast. Er geldt dan: F P a c1 = −  en F P a c2 = + .

  Dus F P F P a c a c a1 2 2+ = − + + =( ) ( ) .
  Omdat F P F P1 2+  constant blijft als je punt P over 

de ellips zou bewegen geldt dus overal op de ellips 
F P F P a1 2 2+ = .

 b Zie de tekening hiernaast.
  Pythagoras geeft: b c F P2 2

1
2+ =  en b c F P2 2

2
2+ = .

  Je weet dat F P F P a1 2 2+ = . In de hiernaast 
getekende situatie geldt dat F P1  en F P2  even 
lang zijn, dus F P F P a1 2= = . Hieruit volgt 
b c F P a b a c2 2

1
2 2 2 2 2+ = = ⇒ = − .

F1 F2

c
a a

c
P

F1 F2

b

c c

P

Verdieping – Kepler
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 c ( ) cos2 22
1

2
2

2
1 2c F P F P F P F P= + − ⋅ ⋅ α

  ( ) cos2 22
1

2
2

2
1 2c F P F P F P F P− − = − ⋅ ⋅ α

  cosα =
+ −

⋅
F P F P c

F P F P
1

2
2

2 2

1 2

4
2

  Aan de tekening in het boek kun je zien dat α π φ= − 2 . Substitueer dit in 
bovenstaande formule, je krijgt dan:

  cos( )π φ− =
+ −

⋅
2

4
2

1
2

2
2 2

1 2

F P F P c

F P F P
.

  Dit kun je herschrijven tot cos( )2
4

2
1

2
2

2 2

1 2

φ = −
+ −

⋅
F P F P c

F P F P
.

  Uit substitutie van de gegeven formule cos sin2 1 2 2x x= −  volgt: 

  1 2
4

2
2 1

2
2

2 2

1 2

− = −
+ −

⋅
sin φ

F P F P c

F P F P
. 

  sin2 1
2

1
2

2
2 2

1 2

1
2

1
2

2
24

2
φ =

+ −
⋅

+ =
+ −F P F P c

F P F P

F P F P 44
4

2
4

2

1 2

1 2

1 2

c

F P F P

F P F P

F P F P⋅
+

⋅
⋅

=

  
F P F P c F P F P

F P F P

F P F P1
2

2
2 2

1 2

1 2

1 2

2
4 2

4

4+ − + ⋅
⋅

=
+( ) − cc

F P F P

2

1 24 ⋅

 d In opdracht a is bewezen dat F P F P a1 2 2+ = . Als je dit substitueert in de teller van
  de formule die je bij opdracht c hebt afgeleid krijg je:

  sin ( )2 1 2

2 2

1 2

2 2

1

4

4
2 4

4
φ =

+( ) −
⋅

= −
⋅

F P F P c

F P F P
a c
F P FF P

a c
F P F P

a c

F P F P

a c

2

2 2

1 2

2 2

1 2

2 2
4 4

4

4

4
= −

⋅
=

−( )
⋅

=
−(( )
⋅F P F P1 2

.

  Je kunt F P F P a1 2 2+ =  herschrijven tot F P a F P2 12= − . Vul dit in in de noemer van

  bovenstaande breuk. Dit geeft: sin (2
2 2

1 2

2 2

1 12
φ =

−( )
⋅

=
−( )

⋅ −( ) =
a c

F P F P

a c

F P a F P
a22 2

1 1
22

−
−
c

a F P F P

) .

 e In opdracht b is bewezen dat b a c2 2 2= − . Als je dit in de bij opdracht d berekende 
formule substitueert krijg je:

  sin ( )2
2 2

1 1
2

2

1 1
22 2

φ = −
−

=
−

a c

a F P F P
b

a F P F P
 =

−
1

2 1
2 1 2 1

2a
b

F P
b

F P
.

 f Substitueer in de uitdrukking van opdracht e q a
b

= 2
2  en p

b
= − 1

2

  Dit geeft sin sin2

1 1
2

1
2

1

1 1φ φ=
+

⇒ =
+q F P p F P p F P q F P

.

Verdieping – Kepler
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  bladzijde 75

 6a Het impulsmoment L p r= ⋅ ⊥ . De impuls p m v= ⋅  en r r⊥ = ⋅ sin φ .
  Dit geeft: L p r m v r= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅⊥ sin φ .
 b De totale energie van de planeet is de constante cE . Uit de wet van behoud van
  energie volgt dan dat E mv GMm

r
cE= − =1

2
2 .

  1
2

2mv GMm
r

cE− = ⇒  v GM
r

c
m

E2 2 2− = ⇒  v
c
m

GM
r

E2 2 2= + ⇒

  v
c
m

GM
r

E= +2 2

 c Het totale impulsmoment van de planeet L m v r cL= ⋅ ⋅ ⋅ =sin φ .

  Substitueer in deze formule v
c
m

GM
r

E= +2 2 , je krijgt dan:

  
2 2 2 2 2 2c
m

GM
r

m r c
c
m

GM
r

m rE
L

E+ ⋅ ⋅ ⋅ = ⇒ + ⋅ ⋅ ⋅ =sin sinφ φ ccL .

  dus 2 22 2c mr GMm r cE L+ ⋅ =sin φ

  sin φ =
+

=
⋅ +−

c

c mr GMm r c c mr GMm r
L

E L E2 2

1

2 22 2 1 2 2

  sin φ =
+− −

1

2 22 2 2 2c c mr c GMm rE L L

 d Door de wetten van behoud van energie en behoud van impulsmoment zijn cE  en 
cL  twee constanten. De massa van de zon M en van een planeet m zijn ook constant 
en de gravitatieconstante G is een natuurconstante. Het product van constanten is 
nog steeds constant, dus als je definieert p c c mE L= −2 2  en q c GMmL= −2 2 2  dan zijn p en q 
constanten en kun je de vergelijking die je bij opdracht c hebt afgeleid schrijven als: 

  sin φ =
+

1
2pr qr

.

 e In opdracht 5 heb je aangetoond dat voor een willekeurig punt P op de ellips geldt:
  sin φ =

+
1

1
2

1p F P q F P
met φ  de hoek tussen F P1  en de raaklijn aan de ellips in 

  punt P, F P1  de afstand van punt P naar het brandpunt F1  en p en q twee constanten.
  In opdracht 6a-d heb je aangetoond dat voor een planeet op willekeurig punt P van 

haar baan om de zon geldt: sin φ =
+

1
2pr qr

met φ  de hoek tussen verbindingslijn 

  r en de snelheidsvector (de raaklijn aan de baan in punt P), r de afstand van punt P 
naar de zon en p en q twee constanten.

  Dus de vergelijking die de baan van een planeet om de zon beschrijft is gelijk aan de 
vergelijking die de positie van een punt op een ellips beschrijft.

  Hieruit volgt dat een planeet in een ellipsvormige baan om de zon beweegt, met de 
zon in één van de brandpunten van de ellips. Dit is de eerste wet van Kepler!
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 7a A is een driehoek. Voor de oppervlakte van een driehoek geldt: 
oppervlak basis hoogte= ⋅ ⋅1

2 . Neem PP '  als basis, de bijbehorende hoogte is dan r⊥ . 

  Dus A r PP= ⊥
1
2 ' .

 b P is de positie van de planeet en P '  is de positie een tijdsinterval t later. Dus PP '  is 
de door de planeet afgelegde afstand x in tijdsinterval t. Dus de snelheid van de 

  planeet v x
t

PP
t

= = ' .

 c De oppervlakte A die per tijdseenheid t wordt beschreven wordt gegeven door A
t

.

  In opdracht a heb je aangetoond dat A r PP= ⊥
1
2 ' . Uit opdracht b weet je dat v PP

t
= ' .

  Voorgaande samen nemen geeft A
t

r PP
t

r PP
t

r v= = =⊥
⊥ ⊥

1
2 1

2
1
2

' ' .

  Het impulsmoment L p r m v r= ⋅ = ⋅ ⋅ ⇒⊥ ⊥  r v L
m⊥ = .

  Substitutie in de vergelijking die je voor A
t

 hebt afgeleid geeft: A
t

r v L
m

= =⊥
1
2 2

.
 d Het impulsmoment van planeten is constant, dus L cL= .
  De door de voerstraal beschreven oppervlakte A per tijdseenheid t is dus 

A
t

L
m

c
m
L= =

2 2
 en dit is constant. Dus A

t
 is constant; dit is de tweede wet van Kepler!
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