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Voorwoord

Dit typosript over potentiaalspelen is omlaag te laden op http://pvmouhe.deds.nl

(indien dat webadres nog bestaat).
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Het is in eerste instantie bedoeld voor de weten-

shappelijke gemeenshap en mag naar eigen goeddunken gebruikt worden. Het zou wel

van karakakter getuigen als daarbij« gerespeteerd wordt.

Omdat dit typosript een versienummer < 1 heeft, voelt de auteur zih nog niet zo

verantwoordelijk voor onvolkomend- en onvolledigheden; aan een betere versie wordt

gewerkt. Uiteraard juiht de auteur verdere op- en aanmerkingen die kunnen leiden tot

verbeteringen toe.

PS: de pakkende titel van het typosript is geïnspireerd door het beroemde artikel �was

sind und was sollen die Zahlen� van Rihard Dedekind uit 1888.
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1 Inleiding

Menig speltheoretish model heeft de mathematishe strutuur van spel in strategishe

vorm. Zo'n spel hebbend zijn de volgende vragen doorgaans standaard.

� Heeft het spel een nash evenwiht? Zo ja, is dat uniek?

� Leidt verbeteringsdynamia tot een nash evenwiht?

� Hoe zit het met de pareto e�iëntie van nash evenwihten, in het bijzonder wat is

de prijs van anarhie?

Potentiaalspelen vormen een nieuwe klasse van spelen in de speltheorie die een en

ander te melden hebben wat deze vragen betreft, met name voor de eerste twee. Ook

voor het bedrijven van omparatieve statia kan het mooi meegenomen zijn als het spel

een potentiaalspel is. Er zijn ondertussen tal van potentiaalspelen in omloop. De eerste

potentiaalspelen zijn te vinden in het invloedrijke artikel [16℄ van Monderer en Shapley

uit 1996.

Ruwweg gesproken, is een potentiaalspel een spel in strategishe vorm waarvoor er een

reëelwaardige funtie P ,2 potentiaal genaamd, op de verzameling der strategiepro�elen

bestaat die op de een of andere manier voor elke speler de uitbetalingsverandering ten

gevolge van een verandering van zijn strategie uitdrukt. �Potentiaal� in het woord poten-

tiaalspel refereert aan een onept uit de natuurkunde waar men onder andere eletrishe

en gravitatie potentialen bestudeert.

Potentiaalspelen zijn een aanwinst voor de eonomishe wetenshap en voor de spel-

theorie in het bijzonder. Wel te weten vanwege de volgende eigenshappen.

A. Elke maximaliseerder van P is een nash evenwiht. Dus als het spel eindig is, heeft

het een nash evenwiht.

B. Voor elk eindig potentiaalspel is er een leerproes gebaseerd op (een bepaald type

van) verbeteringsdynamia dat na een eindig aantal stappen in een nash evenwiht

uitmondt.

C. Comparatieve statia bedrijven wordt eenvoudiger.

D. Meer inziht in de prijs van anarhie.

E. Resultaten voor robuustheid met betrekking tot onvolledige informatie.

Het nash evenwihtsprobleem voor een spel in strategishe vorm komt in eerste in-

stantie neer op het bepalen van een dekpunt van de verenigde beste anwoord orrespon-

dentie. Zo'n dekpuntprobleem is moeilijker hanteerbaar dan het maximaliseren van een

potentiaal P , zijnde een funtie. Het lijkt erop dat potentiaalspelen �minder last� van

disontinuieiten in de uitbetalingsfunties hebben dan menige andere klasse van spelen.

2

We zien hier even af van ordeningspotentialen.
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Een en ander begon met de publiatie [19℄ van Rosenthal in 1973 over ongestiespe-

len. De eerste formele de�nitie van potentiaalspelen is in [16℄; daar wordt onder meer

aangetoond dat ongestiespelen potentiaalspelen zijn. Het eerste voorbeeld van een po-

tentiaalspel dat in dat artikel genoemd wordt, betreft een zekere klasse van ournot

oligopolies.

Potentiaalspelen hebben tal van toepassingen. Enkele standaardtoepassingen zijn te

vinden in de ontext van

� ongestie ([15, 19, 16℄) en loatie van failiteiten ([14, 21℄);

� neurale netwerken ([5, 22℄) en draadloze netwerken ([4℄);

� industriële organisatie ([1, 10℄) en milieu-eonomie.

3

Potentiaalspelen komen dus ook in de eonomie voor; het artikel [16℄ betreft een ar-

tikel in een eonomish tijdshrift. In de eonomie hebben ze, met uitzondering van de

industriële organisatie theorie, hun weg nog niet eht gevonden bij de beoefenaars van

de diverse disiplines. Laat staan dat ze dat hebben in eonomishe leerboeken.

Op het eerste geziht is het meestal helemaal niet duidelijk is of een spel een of ander

potentiaalspel is. Uit te maken of een spel al of niet een potentiaalspel is, kan een vrij

moeilijk probleem zijn. Dat maakt dat het waarshijnlijk is dat er nog heel wat eono-

mishe spelen (met enige status) zijn die potentiaalspelen zijn zonder dat dat bekend

is. Inderdaad, reentelijk heeft de auteur (met medewerking van anderen) de volgende

spelen als potentiaalspel geïdenti�eerd:

� hotelling loatiespel [7℄;

� binaire atiespelen met afwijkingseigenshappen [8℄, in het bijzonder kartelspelen

met optimale herverdeling [25℄ en het oalitieformatiespel over genetish manipu-

latie in de akkerbouw in [18℄;

� binair statusspel [13℄.

De literatuur over potentiaalspelen is, zeker voor beginners, wat moeilijk te behap-

stukken. Dit typosript over potentiaalspelen biedt een snelle e�iënte instap; ehter

er is slehts aandaht voor bovengenoemde eigenshappen A en B. Een ahttal typen

van abstrate potentiaalspelen wordt besproken. In verband met eigenshap B zijn ook

zogenaamde zwak aylishe spelen ([26℄) interessant en krijgen daarom ook aandaht.

Wat onretere spelen betreft is er met name aandaht voor ongestiespelen.

4

Veel wat in het typosript aan de orde komt is wiskundig elementair van aard. Dit

maakt dat het typosript ook geshikt is voor wiskundig minder onderlegde lezers; een

zekere mathematishe rijpheid is wel van voordeel. Het typosript is vrij op zihzelf

staand. De auteur gaat er eigenlijk van uit dat de lezer bekend is met de notie van

spel in strategishe vorm en bijhorende standaard fundamentele noties, zoals dat van

3

Zie paragraaf 5.4.

4

Bewijzen dat een of ander onreet spel een potentiaalspel is, is mooi meegenomen maar implieert

niet dat men het spel (en orresponderende reële wereld probleem) goed genoeg begrijpt.
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nash evenwiht. Desalniettemin worden in de volgende paragraaf nog even de ter zake

zijnde noties samengevat. Verder worden daar enkele mathematishe notaties ge�xeerd

en enkele onventies besproken.

Aangaande verdere resultaten voor potentiaalspelen, noemt de auteur hier nog expliiet

[9℄ (dat over geaggregeerde spelen gaat).

2 Voorbereidingen

2.1 Conventies en notaties

2.2 Spelen in strategishe vorm

De volgende fundamentele de�nitie is (voor zover de auteur weet) afkomstig van von

Neumann.

De�nitie 1 Een spel in strategishe vorm (tussen n spelers) is een geordend 2n-tal

Γ := (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn),

waar elke Xi een niet-lege verzameling en fi : X1 × · · · × Xn → R een funtie is. De

verzameling

N := {1, . . . , n}

heet spelersverzameling en haar elementen heten spelers. De verzameling Xi heet de

strategieverzameling van speler i en fi heet de uitbetalingsfuntie van speler i. Een ele-

ment van Xi heet strategie van speler i en een element van

X := X1 × · · · ×Xn

heet strategiepro�el. X heet strategiepro�elverzameling. Verder heet, als x een strategie-

pro�el is, fi(x) de uitbetaling aan speler i bij x. Een spel in strategishe vorm heet eindig

als elke strategieverzameling eindig is. ⋄

Om misverstanden te voorkomen: n in bovenstaande de�nitie is een positief geheel

getal, dus n = 1 mag ook. En ook: we houden ons in dit typosript alleen met zuivere

strategieën (en niet met gemengde) bezig. Merk op dat we in deze de�nitie niet aannamen

dat de strategieverzamelingen delen van een of andere R
m

zijn. We noteren een spel in

strategishe vorm vaak met Γ. Als we een spel in strategishe vorm beshouwen dan

gebruiken we, tenzij anders vermeld, automatish bovenstaande notaties. (Dit geldt ook

voor diverse nog volgende notaties.)

We noteren voor een spel in strategishe vorm en een speler i,

Xı̂ := X1 × · · · ×Xi−1 ×Xi+1 × · · · ×Xn.
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We identi�eren soms X met Xi × Xı̂ en shrijven dan x ∈ X als x = (xi;xı̂).
5

(Ook

een element van Xı̂ noemen we wel strategiepro�el.)

Een spel in strategishe vorm Γ tussen 2 spelers wordt dus gegeven door twee niet-lege

verzamelingen X1,X2 en door twee funties f1 : X1 × X2 → R en f2 : X1 × X2 → R.

Als het spel eindig is, zeg als #Xi = pi (i = 1, 2), dan kunnen we Γ op een natuurlijke

wijze representeren als een p1 × p2 bi-matrix (A1;A2), i.e. een p1 × p2 matrix met op

elke plaats twee getallen. Namelijk als we Xi als {1, . . . , pi} voorstellen, zetten we op

de eerste plaats van de intersetie van de lijn met index k en de kolom met index l van
de matrix de uitbetaling f1(k, l) en op de tweede plaats daar de uitbetaling f2(k, l). We

spreken nu ook wel van bi-matrix-spel. Omdat dat representeren op meerdere manier

kan zo gauw tenminste één strategieverzameling uit meer dan één element bestaat, is de

representatie als bi-matrix doorgaans niet eenduidig.

Vanuit wiskundig standpunt gezien is het onept van een spel in strategishe vorm

dus zeer simpel.

6

Beshouw verder een spel in strategishe vorm Γ = (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn). Voor

i ∈ N en z ∈ xı̂ heet bi ∈ Xi een beste antwoord van speler i tegen z indien

bi ∈ argmaxf
(z)
i .

De�nitie 2 a. Voor elke speler i en z ∈ Xı̂ is de onditionele uitbetalingsfunties f
(z)
i :

Xi → R gede�nieerd door f
(z)
i (xi) := fi(xi; z).

b. De beste antwoord orrespondentie van speler i is de orrespondentie Ri : Xı̂ ⊸ Xi

gede�nieerd door Ri(z) := argmaxf
(z)
i .

7

. De verenigde beste antwoord orrespondentie is de orrespondentie R : X ⊸ X gede�-

nieerd door R(x) := R1(x1̂)× · · · ×Rn(xn̂). ⋄

Ri(z) heet nog de beste antwoord verzameling van i tegen z. In geval dat de beste ant-

woord orrespondentie Ri : Xı̂ ⊸ Xi singleton-waardig is, kunnen we haar als afbeelding

Ri : Xı̂ → Xi opvatten. En in geval elke beste antwoord orrespondentie Ri singleton-

waardig is, kunnen we de beste antwoord orrespondentie R : X ⊸ X opvatten als een

afbeelding R : X → X. Er geldt dan R(x) = (R1(x1̂), . . . , Rn(xn̂)).

De�nitie 3 Een strategiepro�el x ∈ X heet een nash evenwiht als fj(yj ;x̂) ≤ fj(x)
voor alle j ∈ N en yj ∈ Xj . ⋄

5

Let U even op de onventie van de �;� en dat aan deze notatie ook een zin gegeven kan worden als

n = 1 is (dan is X1̂ de verzameling die de lege funtie funtie bevat). Het nut van de notatie Xı̂

wordt duidelijk als we een afzonderlijke speler, zeg speler i bekijken. Vanuit hem gezien bestaat een

strategiepro�el x uit zijn eigen strategie xi en uit strategieën xı̂ van de andere spelers. In het geval

men louter met n = 2 werkt is deze notatie overbodig. Verder merken we op dat er in plaats van Xı̂

ook (volgens de auteur minder geshikte) notaties als X−i in de speltheoretishe literatuur in omloop

zijn.

6

Iets moeilijker zou het worden als men n = ∞ toe zou laten; deze generalisatie is overigens theoretish

best mogelijk en niet bij voorbaat een theoretishe nutteloze exeritie.

7

Even aandaht voor het geval n = 1: dan is R1 : X1̂ → X1 een onstante funtie met domein een

singleton-verzameling en onstante gelijk aan argmaxf1.
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Met

E(Γ),

of korter ook wel met E, duiden we de verzameling van nash evenwihten van Γ aan.

Hier is een eenvoudig fundamenteel resultaat:

Propositie 1 Voor x ∈ X zijn equivalent:

1. x ∈ X is een nash evenwiht;

2. xj ∈ Rj(x̂) (j ∈ N);

3. x is een dekpunt van de orrespondentie R, i.e. x ∈ R(x). ⋄

De�nitie 4 Γ heet

a. oördinatiespel als alle uitbetalingsfunties identiek zijn;

8

b. dummyspel als elke onditionele uitbetalingsfuntie onstant is.

De�nitie 5 Een spel in strategishe vorm Γ met identieke strategieverzamelingen, i.e.

met X1 = · · · = Xn =: X, heet symmetrish als voor elke i ∈ N , elke permutatie π van

N en elke (x1, . . . , xn) ∈ Xn
,

fi(x1, . . . , xn) = fπ(i)(xπ−1(1), . . . , xπ−1(n)). ⋄

2.3 Een tweetal nuttige binaire relaties

In deze deelparagraaf introdueren we twee typen van binaire relaties die tehnish zeer

handig zullen zijn. Het was de mathematish eonomist Kukushkin die in [11℄ voor het

eerst de voordelen van het gebruik van de taal der binaire relaties in de ontext van

spelen in strategishe vorm aantoonde.

Beshouw weer een spel in strategishe vorm. De�nieer voor i ∈ N de relatie �i op X

door

b �i a : bı̂ = aı̂ ∧ bi ∈ Ri(bı̂) ∧ ai 6∈ Ri(aı̂)

en de relatie � op X door

b � a : er bestaat i ∈ N zodanig dat b �i a. (1)

Merk op dat

b �i a ⇒ fi(b) > fi(a)

en dat de relaties �i en � irre�exief zijn. Met �i duiden we de duale relatie van �i aan

en met � de de duale relatie van �.

De�nieer voor i ∈ N de relatie �
I
i op X door

b �
I
i a : bı̂ = aı̂ ∧ fi(b) > fi(a)

8

Dus als f1 = f2 = · · · = fn.
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en de relatie �
I
op X door

b �
I a : er bestaat i ∈ N zodanig dat b �

I
i a.

Merk op dat de relaties �
I
i en �

I
irre�exief zijn. Met �

I
i duiden we de duale relatie van

�
I
i aan en met �

I
de de duale relatie van �

I
.

Natuurlijk geldt

b �i a ⇒ b �
I
i a, b � a ⇒ b �

I a. (2)

Propositie 2 Laat e ∈ X.

1. e is een nash evenwiht ⇔ er is geen x ∈ X met x �
I e.

2. e ∈ E ⇒ er is geen x ∈ X met x � e.

3. Stel alle beste antwoord orrespondenties zijn eigenlijk.

9

Dan

e ∈ E ⇔ er is geen x ∈ X met x � e. ⋄

Bewijs.� 1. Dit zij duidelijk.

2. Vanwege deel 1 en (2).

3. Vanwege deel 2 resteert �⇐�. Dat down we uit het ongerijmde. Stel dus dat voor alle

x ∈ X de uitspraak x� e onwaar is en dat e 6∈ E. Fixeer i ∈ N zodanig dat ei 6∈ Ri(eı̂).
Omdat Ri eigenlijk is, bestaat er een yi ∈ Ri(eı̂). Per veronderstelling geldt (yi;aı̂) � a

niet. Daarom geldt ook (yi; eı̂)�i e niet. Dit implieert ei ∈ Ri(eı̂) ∨ yi 6∈ Ri(eı̂). Dus
de tegenspraak yi 6∈ Ri(eı̂) volgt. Q.e.d.

3 Speeltuin van potentiaalspelen

3.1 Potentialen

De�nitie 6 Beshouw een spel in strategishe vorm Γ = (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn). Een

funtie P : X → R heet een

a. exate potentiaal (voor Γ) als voor elke i ∈ N , z ∈ Xı̂ en ai, bi ∈ Xi

fi(ai; z) − fi(bi; z) = P (ai; z)− P (bi; z).

b. gewogen potentiaal (voor Γ) als er positieve getallen w1, . . . , wn bestaan zodanig dat

voor elke i ∈ N , z ∈ Xı̂ en ai, bi ∈ Xi

fi(ai; z) − fi(bi; z) = wi(P (ai; z)− P (bi; z)).

. ordinale potentiaal (voor Γ) als voor elke i ∈ N , z ∈ Xı̂ en ai, bi ∈ Xi

fi(ai; z) < fi(bi; z) ⇔ P (ai; z) < P (bi; z).
9

Dat is dus bijvoorbeeld zo als het spel eindig is.
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d. gegeneraliseerde ordinale potentiaal (voor Γ) als voor elke i ∈ N , z ∈ Xı̂ en ai, bi ∈ Xi

fi(ai; z) < fi(bi; z) ⇒ P (ai; z) < P (bi; z).

e. beste antwoord potentiaal (voor Γ) als voor elke i ∈ N en z ∈ Xı̂

Ri(z) = argmaxxi∈Xi
P (xi; z).

f. pseudo potentiaal (voor Γ) als voor elke i ∈ N en z ∈ Xı̂

Ri(z) ⊇ argmaxxi∈Xi
P (xi; z).

g. quasi potentiaal (voor Γ) als
E = argmaxP.

h. zwakke quasi potentiaal (voor Γ) als

argmaxP ⊆ E. ⋄

Dus P hierboven is een reëelwaardige funtie die op de een of andere manier voor

elke speler de uitbetalingsverandering ten gevolge van een verandering van zijn strategie

uitdrukt; heel duidelijk is dat te zien in geval van een exate potentiaal waar de uitbeta-

lingssverandering gelijk is aan de potentiaalverandering. In zekere zin vervangt P de n
uitbetalingsfunties. Een grote stap voorwaarts is het idee van Kukushkin [12℄ om ook

binaire relaties als potentiaal toe te laten; met � als in (1) de�nieerde hij:

De�nitie 7 Beshouw een spel in strategishe vorm Γ = (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn). Een

irre�exieve transitieve binaire relatie ≻ op X heet een gegeneraliseerde beste antwoord

potentiaal (voor Γ) als voor alle a,b ∈ X

b � a ⇒ b ≻ a. ⋄

Het kan geen kwaad nog even snel op te merken: � hoeft niet transitief te zijn.

Terminologie: Γ heet een exat potentiaalspel als er een exate potentiaal voor Γ
bestaat, et. Verder zullen we ook wel eens kortweg van potentiaal spreken. We bedoelen

dan een van de aht typen van bovenstaande potentialen; een potentiaal in de gevallen

a�h hierboven heet nog numeriek. Een gegeneraliseerde beste antwoord potentiaal is een

voorbeeld van een ordenings potentiaal. En verder zullen we ook wel eens kortweg van

potentiaalspel spreken. We bedoen dan daarmee een van de aht typen van bovenstaande

potentiaalspelen.
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3.2 Hiërarhie

We gaan nu symbolen uitdelen voor de bovenstaande aht klassen van potentiaalspelen.

Verder vermelden geven we even de referenties van de artikels waar zo'n klasse voor het

eerst besproken werd.

� Exate potentiaalspelen: E ; [16℄.

� Gewogen potentiaalspelen: W; [16℄.

� Ordinale potentiaalspelen: O; [16℄.

� Gegeneraliseerde ordinale potentiaalspelen: G; [16℄.

� Beste antwoord potentiaalspelen: B; [24℄.

� Pseudo potentiaalspelen: P; [1℄.

� Gegeneraliseerde beste antwoord potentiaalspelen: C; [12℄.

� Quasi potentiaalspelen: Q; [20℄.

� Zwakke quasi potentiaalspelen: Z; [6℄.

Het zij duidelijk dat elke exate potentiaal een gewone potentiaal is, dat elke gewogen

potentiaal een ordinale potentiaal, dat elke ordinale potentiaal een gegeneraliseerde or-

dinale potentiaal is en dat elke quasi potentiaal en zwakke quasi potentiaal is. Verder is

elke beste antwoord potentiaal een pseudo potentiaal. Ook is elke gegeneraliseerde or-

dinale potentiaal een zwakke quasi potentiaal: inderdaad, stel P is een gegeneraliseerde

ordinale potentiaal en stel e is een maximaliseerder van P . Dan voor alle i ∈ N en x ∈ X

volgt P (ei; eı̂) ≥ P (xi; eı̂). Omdat P een gegeneraliseerde ordinale potentiaal is, volgt

voor alle i ∈ N en x ∈ X dat f(ei; eı̂) ≥ f(xi; eı̂). Dus e is, zoals gewenst, een nash

evenwiht Tenslotte: elke pseudo potentiaal is een zwakke quasi potentiaal: inderdaad,

stel P is een pseudo potentiaal en stel e is een maximaliseerder van P . Dan voor alle

i ∈ N volgt ei = argmaxxi∈Xi
P (xi; eı̂). Omdat P een pseudo potentiaal is, volgt voor

alle i ∈ N dat ei ∈ Ri(eı̂) en dus dat e een nash evenwiht is.

Verder is het eenvoudig in te zien dat als voor alle i ∈ N , z ∈ Xı̂ en ai, bi ∈ Xi

fi(ai; z) < fi(bi; z) ⇔ P (ai; z) < P (bi; z),

i.e. als P een ordinale potentiaal is, dat dan voor alle i ∈ N , z ∈ Xı̂ en ai, bi ∈ Xi zelfs

fi(ai; z) > fi(bi; z) ⇔ P (ai; z) > P (bi; z); (3)

fi(ai; z) ≤ fi(bi; z) ⇔ P (ai; z) ≤ P (bi; z); (4)

fi(ai; z) ≥ fi(bi; z) ⇔ P (ai; z) ≥ P (bi; z); (5)

fi(ai; z) = fi(bi; z) ⇔ P (ai; z) = P (bi; z). (6)

(5) implieert dat elke ordinale potentiaal een beste antwoord potentiaal is.
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Resumerend:

E ⊆ W ⊆ O ⊆ G ⊆ Z; (7)

E ⊆ W ⊆ O ⊆ B ⊆ P ⊆ Z; (8)

Q ⊆ Z. (9)

Men kan deze inlusies zowel op spelniveau als potentiaal niveau interpreteren. Bij-

voorbeeld E ⊆ W als: een exate potentiaal is een gewogen potentiaal of een exat

potentiaalspel is een gewogen potentiaalspel. Ook geldt

B ⊆ C,

maar deze inlusie daarbij wel slehts op spelniveau te interpreteren; het andere niveau

maakt geen zin. Hier is een bewijsje: stel P is een beste antwoord potentiaal. De�nieer de

relatie ≻ op X als volgt: b ≻ a betekent P (b) > P (a). Het is duidelijk dat ≻ irre�exief

en transitief is. Om aan te tonen dat ≻ een gegeneraliseerde beste antwoord potentiaal

is, nemen we aan dat we strategiepro�elen a en b hebben met b � a. Zij i ∈ N zodanig

dat b �i a. Zij z = aı̂(= bı̂). Er volgt bi ∈ Ri(z) en ai 6∈ Ri(z). Omdat P een beste

antwoord potentiaal is, volgt bi ∈ argmaxxi∈Xi
P (xi; z) en ai 6∈ argmaxxi∈Xi

P (xi; z). Dus
P (b) > P (a) volgt en vandaar zoals gewenst, b ≻ a.

Vooral de klasse van pseudo potentiaalspelen is groot. Noh groter dan deze is de

klasse van geneste potentiaalspelen ([23℄).

3.3 Elk eindig potentiaalspel heeft een nash evenwiht

Het volgende resultaat maakt tamelijk duidelijk dat potentiaalspelen interessant zijn.

Stelling 1 1. Elke numerieke potentiaal is een zwakke quasi potentiaal, i.e. elke maxi-

maliseerder van een numerieke potentiaal is een nash evenwiht.

2. Beshouw een spel in strategishe vorm met eigenlijke beste antwoord orresponen-

ties. Als ≻ een gegeneraliseerde beste antwoord potentiaal is, dan is elk maximaal

element

10

van ≻ een nash evenwiht.

3. Elk eindig potentiaalspel heeft een nash evenwiht. ⋄

Bewijs.� 1. Dit hebben we met (7) - (9) al hierboven bewezen.

2. Stel a is een maximaal element van een gegeneraliseerde beste antwoord potentiaal

≻. Dus is er geen b met b ≻ a. Dit implieert dat er geen b met b�a is. Propositie 2(3)

garandeert dat a een nash evenwiht is.

10

Deze notie is, voor zover de auteur weet, in de literatuur over relaties slehts gede�nieerd voor re�exieve

transitieve relaties. Maar niks belet ons voor een willekeurige binaire relatie R op een verzameling

X te de�niëren: een element a ∈ X heet maximaal als er geen b ∈ X is met bRa.
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3. Voor een potentiaalspel met een numerieke potentiaal P volgt dat uit deel 1 omdat

P een maximaliseerder heeft. En voor het geval van de ordeningspotentiaal ≻ uit deel 2
omdat er een maximaal element bestaat.

11

Q.e.d.

Het is goed om op te merken dat zelfs voor een eindig spel met een exate potentiaal

P een nash evenwiht niet een maximaliseerder van P hoeft te zijn. Anders gezegd: een

eindig exat potentiaalspel is niet per se een quasi potentiaalspel.

4 Verbeteringsdynamia

4.1 Paden

Beshouw een spel in strategishe vorm (X1, . . . ,Xn, f1, . . . , fn).
Een pad (in X) is een familie γ = (xl)l∈Iγ in X waar Iγ = {1, 2, . . .} of Iγ = {1, . . . , k}

met k ≥ 1 met de eigenshap dat voor alle l ∈ Iγ met l + 1 ∈ Iγ de strategiepro�elen xl

en xl+1
in slehts één oördinaat, zeg de i(l)-de vershillen:

xl+1
i(l) 6= xli(l).

Dus (in artesish produt notatie) γ = (x1,x2, . . .) (oneindig pad) of γ = (x1, . . . ,xk)
(eindig pad). Een pad γ = (x1) heet triviaal.
Voor een pad γ = (xl)l∈Iγ heet x1

het beginpunt van γ. En voor een eindig pad

γ = (x1,x2, . . . ,xk) heet xk
het eindpunt van γ. Een pad γ heet ylish (of gesloten)

indien het eindig is en het beginpunt gelijk is aan het eindpunt. Een pad heet aylish

indien het eindig is en het beginpunt ongelijk aan het eindpunt is.

12

Een ylish pad

γ = (x1,x2, . . . ,xk) heet simpel indien xl 6= xm
voor alle l,m met 1 ≤ l < m ≤ k− 1; in

dit geval zeggen we nog dat dit pad lengte k − 1 heeft. (Dus elk triviaal pad is ylish

en simpel.) Merk op: als γ = (x1,x2, . . . ,xk) een niet-triviaal ylish pad is, dat dan

k ≥ 3 is.

Een pad γ = (xl)l∈Iγ heet beste antwoord ompatibel als voor alle l

xl+1
i(l) ∈ Ri(l)(x

l

î(l)
).

Voor zo'n pad geldt natuurlijk voor alle l

fi(l)(x
l+1)) = max

yi∈Xi(l)

fi(l)(yi;x
l

î(l)
) ≥ fi(l)(x

l).

11

Inderdaad: neem een strategiepro�el a1. Als dat maximaal is, dan zijn we klaar. Als a1 niet maximaal

is, dan is er een a2 met a2 ≻ a1. Omdat ≻ irre�exief is, is a2 6= a1. Als a2 maximaal is, dan zijn

we klaar. Als a2 niet maximaal is, dan is er een a2 met a3 ≻ a2 en hebben we a3 6= a2. Omdat ≻

transitief is, is ook a3 ≻ a1 en hebben we a3 6= a1. Etetera. Omdat X eindig is, moet dit proes

stoppen, zeg bij x
l
. x

l
is dan dus maximaal.

12

Opgelet: een oneindig pad is niet ylish en is ook niet aylish. En een eindig pad is niet ylish

dan en slehts dan als het aylish is.
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4.2 Verbeteringspaden

Als we een pad (xl) hebben, dan verandert in elk strategiepro�el xk
in dat pad dat

geen eindpunt is slehts speler i(k) zijn strategie waardoor strategiepro�el xk+1
ontstaat.

Interesssante veranderingen zijn die waar de uitbetaling van die speler in xk+1
groter

dan in xk
is. Verbeteringsdynamia houdt zih bezig met paden waar dat voor al zulke

k geldt. Het kan zijn, maar hoeft niet, dat xk+1
i(k) een beste antwoord tegen de strategieën

in xk
van de andere spelers is. Als dat voor all k geldt, dan spreekt men ook nog wel

van beste antwoord dynamia. De volgende de�nitie maakt dit formeel.

De�nitie 8 Een pad γ = (xl) heet13

a. verbeteringspad als fi(l)(x
l+1) > fi(l)(x

l) voor alle l;

b. zwak verbeteringspad als fi(l)(x
l+1) ≥ fi(l)(x

l) voor alle l en in geval γ niet triviaal is

de strikte ongelijkheid voor tenminste één l geldt. ⋄

Merk op: als γ = (x1,x2, . . . ,xk) een niet-triviaal ylish verbeteringspad is, dat dan

k ≥ 4 is. Opgemerkt zij ook dat in het geval van n = 2, i.e. van twee spelers, er voor elk

beste antwoord ompatibel verbeteringspad γ geldt: i(l) 6= i(l + 1).
De volgende hiërarhie geldt:

beste antw. ompatibel verb. pad ⇒ verb. pad ⇒ zwak verb. pad,

beste antw. omp. verb. pad ⇒ beste antw. omp. zwak verb. pad ⇒ zwak verb. pad.

Verder geldt als alle beste antwoord orrespondenties singletonwaardig zijn:

14

beste antwoord ompatibel verb. pad ⇔ beste antwoord ompatibel zwak verb. pad.

Met de relatie �i krijgen we de volgende vertaling voor (beste antwoord ompatibele)

verbeteringspaden in termen van de geïntrodueerde binaire relaties.

Propositie 3 Zij γ = (xl) een pad.

1. γ is een verbeteringspad ⇔ xl+1
�

I
i(l) x

l
voor alle l ⇔ xl+1

�
I xl

voor alle l.

2. γ is een beste antwoord ompatibel verbeteringspad ⇔ xl+1
�i(l) x

l
voor alle l

⇔ xl+1
� xl

voor alle l. ⋄

13

Om de notaties wat minder zwaar te maken zullen we vaak in plaats van de notatie (xl)l∈Iγ simpelweg

(xl) noteren. Ook zullen we in plaats van dingen als �voor alle l ∈ Iγ met l+1 ∈ Iγ� simpelweg �voor

alle l� shrijven.
14

Inderdaad: stel γ is een beste antwoord zwak verbeteringspad. We laten zien dat γ een verbeteringspad

is. Fixeer l. Er geldt fi(l)(x
l+1) ≥ fi(l)(x

l). De ongelijkheid hier is zelfs strikt want anders zou

xl
i(l), x

l+1
i(l)

∈ Ri(l)(xî(l)
).
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Bewijs.� 1. Dit zij duidelijk.

2. De tweede �⇔� zij duidelijk. Eerste �⇒�: stel γ = (xl) is een beste antwoord

ompatibel verbeteringspad. Fixeer l. Er geldt xl+1

î(l)
= xl

î(l)
en xl+1

i(l) ∈ Ri(l)(x
l+1

î(l)
). Omdat

γ een verbeteringspad is, geldt fi(l)(x
l+1) > fi(l)(x

l) en vandaar xl
i(l) 6∈ Ri(l)(x

l

î(l)
).

Eerste �⇐�: stel xl+1
�i(l) x

l
voor alle l. (2) tezamen met deel 1 garandeert dat γ

een verbeteringspad is. Omdat xl+1
i(l) ∈ Ri(l)(x

l+1

î(l)
) is γ ook beste antwoord ompatibel.

Q.e.d.

Propositie 3 implieert: als (x1, . . . ,xk) een (beste antwoord ompatibel) verbete-

ringspad is en (xk+1
�xk

), xk+1
�

I xk
, dan is ook (x1, . . . ,xk,xk+1) een (beste antwoord

ompatibel) verbeteringspad.

Een verbeteringspad (x1,x2, . . . ,xk) heet maximaal als er geen strategiepro�el xk+1

bestaat zodanig dat (x1,x2, . . . ,xk+1) een verbeteringspad is. En, net zo, wat de andere

verbeteringsnoties betreft. Dus bijvoorbeeld: een beste antwoord ompatibel verbete-

ringspad (x1,x2, . . . ,xk) is maximaal als er geen strategiepro�el xk+1
bestaat zodanig

dat (x1,x2, . . . ,xk+1) een beste antwoord ompatibel verbeteringspad is.

Propositie 3 hebbend, merken we op dat een verbeteringspad (x1,x2, . . . ,xk)maximaal

is d.e.s.d.a. als er geen strategiepro�el xk+1
bestaat met xk+1

�
I xk

en dat een beste

antwoord ompatibel verbeteringspad (x1,x2, . . . ,xk) maximaal is d.e.s.d.a. als er geen

strategiepro�el xk+1
bestaat met xk+1

� xk
.

Propositie 4 1. Zij (x1,x2, . . . ,xk) een verbeteringspad. Er geldt: xk
is een nash

evenwiht ⇔ (x1,x2, . . . ,xk) is een maximaal verbeteringspad.

2. Stel de beste antwoord orrespondenties zijn eigenlijk. Zij (x1,x2, . . . ,xk) een beste

antwoord ompatibel verbeteringspad. Er geldt: xk
is een nash evenwiht ⇔ (x1,x2,

. . . ,xk) is een maximaal beste antwoord ompatibel verbeteringspad. ⋄

Bewijs.� De �⇒� volgen nu uit Propositie 2.

1. �⇐�: uit het ongerijmde. Dus stel (x1,x2, . . . ,xk) is een maximaal verbeteringspad

en xk
is geen nash evenwiht. Dan zijn er i ∈ N en yi ∈ Xi met fi(yi;x

k
ı̂ ) > fi(x

k). Met

xk+1 = (yi;x
k
ı̂ ) is (x

1,x2, . . . ,xk+1) een verbeteringspad. Tegenspraak.

2. �⇐�: uit het ongerijmde. Dus stel (x1,x2, . . . ,xk) is een maximaal beste antwoord

ompatibel verbeteringspad en xk
is geen nash evenwiht. Dan is er i ∈ N zodanig dat

xki 6∈ Ri(x
k
ı̂ ). Omdat Ri eigenlijk is, is er een yi ∈ Ri(x

k
ı̂ ). Met xk+1 = (yi;x

k
ı̂ ) is

(x1,x2, . . . ,xk+1) een beste antwoord ompatibel verbeteringspad. Tegenspraak. Q.e.d.

Tenslotte merken we nog het volgende op voor een beste antwoord potentiaal P en

beste antwoord ompatibel zwak verbeteringspad γ = (xl): voor alle l

P (xl+1) ≥ P (xl), (10)

fi(l)(x
l+1) > fi(l)(x

l) ⇒ P (xl+1) > P (xl). (11)
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Inderdaad: omdat xl+1
i(l) ∈ Ri(l)(x

l

î(l)
) en P een beste antwoord potentiaal is, volgt

P (xl+1
i(l) ;x

l

î(l)
) ≥ P (xl

i(l);x
l

î(l)
), i.e. P (xl+1) ≥ P (xl). En als zelfs fi(l)(x

l+1) > fi(l)(x
l),

dan is xl
i(l) 6∈ Ri(l)(x

l

î(l)
) en vandaar P (xl+1

i(l) ;x
l

î(l)
) > P (xl

i(l);x
l

î(l)
), i.e. P (xl+1) > P (xl).

4.3 Eindige verbeteringseigenshappen

De�nitie 9 Een spel in strategishe vorm heeft

a. de eindige zwakke verbeteringseigenshap als elk zwak verbeteringspad eindig is.

b. de eindige verbeteringseigenshap als elk verbeteringspad eindig is.

. de eindige zwakke beste antwoord verbeteringseigenshap als elk beste antwoord om-

patibel zwak verbeteringspad eindig is.

d. de eindige beste antwoord verbeteringseigenshap als elk beste antwoord ompatibel ver-

beteringspad eindig is. ⋄

De volgende hiërarhie geldt:

eind. zwakke verb. eig. → eind. verb. eig. → eind. beste antwoord verb. eig.,

eind. zwakke verb. → eind. zwakke beste antw. verb. eig. → eind. beste antw. verb. eig.

Voorbeeld 1 Beshouw het bimatrixspel

(

−10;−10 −25; 0
0;−25 −20;−20

)

.

Men gaat snel na dat dit spel de eindige verbeteringseigenshap heeft. Het bimatrixpel

(

−1; 1 1;−1
1;−1 −1; 1

)

daarentegen heeft deze eigenshap niet: ((1, 1), (2, 1), (2, 2), (1, 2), (1, 1), (2, 1), . . .) is een
een oneindig verbeteringspad.

Het bimatrixspel

(

2; 2 1; 0 0; 1
0; 0 0; 1 1; 0

)

heeft, zoals men snel nagaat, de eindige beste antwoord verbeteringseigenshap, maar,

omdat ((1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 2), (1, 2), (1, 3), . . .) een oneindig verbeteringspad is, niet de

eindige verbeteringseigenshap. ⋄

We zullen dadelijk (i.e. met Stelling 2) zien dat een eindig spel in strategishe vorm

met een der vier eindige verbeteringseigenshappen een nash evenwiht heeft.

17



4.4 Zwak aylishe spelen

De�nitie 10 Een spel in strategishe vorm heet zwak aylish als voor elk strategiepro-

�el x er een eindig verbeteringspad bestaat met x als beginpunt en met een nash evenwiht

als eindpunt. ⋄

Dus elk zwak aylish spel heeft een nash evenwiht.

Propositie 5 Een spel in strategishe vorm waar elke speler een strikt dominante stra-

tegie heeft

15

is zwak aylish. Zelfs: voor elk strategiepro�el a bestaat er een eindig

verbeteringspad met het strikt dominante nash evenwiht als eindpunt. ⋄

Bewijs.� De�nieer als volgt een pad (x1, . . . ,xm); zij n het aantal der spelers en d het

strikt dominante evenwiht. Welnu, allereerst x1 = a. Als x1 = d, dan m = 1 en is

(x1) als gezoht. Stel nu x1 6= d. Zij k1 de speler met de laagste nummer waarvoor zijn

strategie in x1
niet strikt dominant is en de�nieer x2

door: i(1) = k1 en x2
i(1) = di(1). Als

x2 = d, dan m = 1 en is (x1,x2) als gezoht. Stel nu x2 6= d. Zij k2 de speler met de

laagste nummer waarvoor zijn strategie in x2
niet strikt dominant is. Etetera. Q.e.d.

Propositie 6 In een spel in strategishe vorm met de

1. eindige verbeteringseigenshap bestaat er voor elke x1 ∈ X een maximaal verbete-

ringspad met x1
als beginpunt.

2. eindige zwakke verbeteringseigenshap bestaat er voor elke x1 ∈ X een maximaal

zwak verbeteringspad met x1
als beginpunt.

3. eindige beste antwoord verbeteringseigenshap bestaat er voor elke x1 ∈ X een maxi-

maal beste antwoord verbeteringspad met x1
als beginpunt.

4. eindige zwakke beste antwoord verbeteringseigenshap bestaat er voor elke x1 ∈ X

een maximaal zwak beste antwoord verbeteringspad met x1
als beginpunt. ⋄

Bewijs.� 1. Uit het ongerijmde. Fixeer dus een strategiepro�el x1
en stel dat er geen

maximaal verbeteringspad met x1
als beginpunt bestaat. Beshouw het verbeterings-

pad (x1). Dit verbeteringspad is dus niet maximaal. Zij x2
een strategiepro�el zodanig

(x1,x2) een verbeteringspad is. Dit verbeteringspad is dus niet maximaal. Zij x3
een

strategiepro�el zodanig (x1,x2,x3) een verbeteringspad is. Omdat het spel de verbete-

ringseigenshap heeft, moet dit proes stoppen. Immers als het niet zou stoppen, dan

zouden we op die manier een oneindig verbeteringspad kunnen onstrueren. Er bestaat

dus een maximaal verbeteringspad met x1
als beginpunt. Tegenspraak.

2. Analoog aan het bewijs van deel 1.

3. Uit het ongerijmde. Fixeer dus een strategiepro�el x1
en stel dat er geen maxi-

maal beste antwoord verbeteringspad met x1
als beginpunt bestaat. Beshouw het beste

antwoord verbeteringspad (x1). Dit verbeteringspad is dus niet maximaal. Zij x2
een

15

Een gevangenendilemma bijvoorbeeld voldoet aan die eigenshap.
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strategiepro�el zodanig (x1,x2) een beste antwoord verbeteringspad is. Dit verbete-

ringspad is dus niet maximaal. Zij x3
een strategiepro�el zodanig (x1,x2,x3) een beste

antwoord verbeteringspad is. Omdat het spel de beste antwoord verbeteringseigenshap

heeft, moet dit proes stoppen. Immers als het niet zou stoppen, dan zouden we op die

manier een oneindig beste antwoord verbeteringspad kunnen onstrueren. Er bestaat

dus een maximaal beste antwoord verbeteringspad met x1
als beginpunt. Tegenspraak.

4. Analoog aan het bewijs van deel 3. Q.e.d.

Stelling 2 Een spel in strategishe vorm

1. met de eindige verbeteringseigenshap is zwak aylish.

2. met de eindige zwakke verbeteringseigenshap is zwak aylish.

3. met eigenlijke beste antwoord orrespondenties en de eindige beste antwoord verbe-

teringseigenshap is zwak aylish.

4. met eigenlijke beste antwoord orrespondenties en de eindige zwakke beste antwoord

verbeteringseigenshap is zwak aylish. ⋄

Bewijs.� 1. Fixeer een strategiepro�el x1
. Volgens Propositie 6(1) bestaat er een

maximaal verbeteringspad met x1
als beginpunt. Het eindpunt van dat pad is volgens

Propositie 4(1) een nash evenwiht.

2. Vanwege deel 1, omdat de eindige zwakke verbeteringseigenshap de eindige verbe-

teringseigenshap implieert.

3. Fixeer een strategiepro�el x1
. Volgens Propositie 6(3) bestaat er een een maximaal

beste antwoord verbeteringspad met x1
als beginpunt. Het eindpunt van dat pad is

volgens Propositie 4(2) een nash evenwiht.

4. Vanwege deel 3, omdat de eindige zwakke beste antwoord verbeteringseigenshap

de eindige beste antwoord verbeteringseigenshap implieert. Q.e.d.

Stelling 2 implieert dat een eindig spel in strategishe vorm met een der vier eindige

verbeteringseigenshappen zwak aylish is en dus een nash evenwiht heeft. Het omge-

keerde hoeft niet te gelden. Bijvoorbeeld

(

0; 0 0; 1 1; 0
1; 1 1; 0 0; 1

)

heeft een nash evenwiht, maar niet de eindige beste anwoord verbeteringseigenshap

((1, 2), (2, 2), (2, 3), (1, 3), (1, 2), . . .).
Omdat ook elk eindig potentiaalspel een nash evenwiht heeft, is een vraag die nu

misshien opkomt: is er een relatie tussen spei�eke potentiaalspelen en spei�eke verbe-

teringseigenshappen? Een verdere interessante vraag: welke potentiaalspelen zijn zwak

aylish? We komen daarop terug in onder andere Corollarium 1.
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4.5 Eindige verbeteringseigenshappen versus ayliishe paden

Propositie 7 Beshouw de volgende uitspraken voor een spel in strategishe vorm.

a. Het spel heeft de eindige verbeteringseigenshap, i.e. elk verbeteringspad is eindig.

b. Elk eindig niet-triviaal verbeteringspad is aylish.

. Er bestaat geen niet-triviaal ylish verbeteringspad.

Er geldt: a ⇒ b ⇔ c. Indien het spel eindig is geldt a ⇔ b ⇔ c. ⋄

Bewijs.� �b ⇔ c�: evident.
�a ⇒ c�: uit het ongerijmde. Dus stel uitspraak a is waar en γ = (x1, . . . ,xk) is een

niet-triviaal ylish verbeteringspad; dit implieert k ≥ 3. Omdat x1 = xk
, geeft ona-

tenatie (i.e. �aan elkaar plakken�) het oneindige verbeteringspad (x1, . . . ,xk,x2, . . . ,xk,
x2, . . . ,xk, . . .). Tegenspraak.
�c ⇒ a�: uit het ongerijmde. Dus stel uitspraak  is waar en γ = (x1,x2, . . .) is een

oneindig verbeteringspad. Omdat het spel eindig is, zijn er l,m met l < m en xl = xm
.

Nu is (xl, . . . ,xm) een eindig niet-triviaal ylish verbeteringspad. Tegenspraak. Q.e.d.

Propositie 8 Beshouw de volgende uitspraken voor een spel in strategishe vorm.

a. Het spel heeft de eindige beste antwoord verbeteringseigenshap, i.e. elk beste antwoord

ompatibel verbeteringspad is eindig.

b. Elk eindig niet-triviaal beste antwoord ompatibel verbeteringspad is aylish.

. Er bestaat geen niet-triviaal ylish beste antwoord ompatibel verbeteringspad.

Er geldt: a ⇒ b ⇔ c. Indien het spel eindig is geldt a ⇔ b ⇔ c. ⋄

Bewijs.� �b ⇔ c�: evident.
�a ⇒ c�: uit het ongerijmde. Dus stel uitspraak a is waar en γ = (x1, . . . ,xk) is een

niet-trivaal ylish beste antwoord verbeteringspad; dit k ≥ 3. Conatenatie geeft het

oneindige beste antwoord verbeteringspad (x1, . . . ,xk,x2, . . . ,xk,x2, . . . ,xk, . . .). Tegen-
spraak.

�c ⇒ a�: uit het ongerijmde. Dus stel uitspraak  is waar en γ = (x1,x2, . . .) is een
oneindig beste antwoord ompatibel verbeteringspad. Omdat het spel eindig is, zijn er

l,m met l < m en xl = xm
. Nu is (xl, . . . ,xm) een eindig niet-triviaal ylish beste

antwoord ompatibel verbeteringspad. Tegenspraak. Q.e.d.

Propositie 9 Beshouw de volgende uitspraken voor een spel in strategishe vorm.

a. Het spel heeft de eindige zwakke verbeteringseigenshap, i.e. elk zwak verbeteringspad

is eindig.

b. Elk eindig niet-triviaal zwak verbeteringspad is aylish.
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. Er bestaat geen niet-triviaal ylish zwak verbeteringspad.

Er geldt: a ⇒ b ⇔ c. ⋄

Bewijs.� �b ⇔ c�: evident.
�a ⇒ c�: uit het ongerijmde. Dus stel uitspraak a is waar en γ = (x1, . . . ,xk) is een

niet-trivaal ylish zwak verbeteringspad. Dit implieert k ≥ 3. Conatenatie geeft het
oneindige zwakke verbeteringspad (x1, . . . ,xk,x2, . . . ,xk,x2, . . . ,xk, . . .). Tegenspraak.

Q.e.d.

Propositie 10 Beshouw de volgende uitspraken voor een spel in strategishe vorm.

a. Het spel heeft de eindige zwakke beste antwoord verbeteringseigenshap, i.e. elk beste

antwoord zwak verbeteringspad is eindig.

b. Elk eindig niet-triviaal beste antwoord zwak verbeteringspad is aylish.

. Er bestaat geen niet-triviaal ylish beste antwoord zwak verbeteringspad.

Er geldt: a ⇒ b ⇔ c. ⋄

Bewijs.� �b ⇔ c�: evident.
�a ⇒ c�: uit het ongerijmde. Dus stel uitspraak a is waar en γ = (x1, . . . ,xk) is een

niet-trivaal ylish beste antwoord zwak verbeteringspad. Dit implieert k ≥ 3. Cona-
tenatie geeft het oneindige beste antwoord zwakke verbeteringspad (x1, . . . ,xk,x2, . . . ,
xk,x2, . . . ,xk, . . .). Tegenspraak. Q.e.d.

5 Exate en gewogen potentiaalspelen

Deze paragraaf behandelt exate potentiaalspelen. Het is reht-toe-reht-aan de resulta-

ten hier te generaliseren voor gewogen potentiaalspelen.

16

5.1 Relatie met oördinatiespel

Het is evident dat elk oördinatiespel een exat potentiaalspel is en dat elk dummyspel

een exat potentiaalspel is.

Propositie 11 Beshouw een spel in strategishe vorm Γ = (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn),
P : X → R en de volgende twee uitspraken.

a. P is een exate potentiaal voor Γ.

b. Het oördinatiespel Γ′ = (X1, . . . ,Xn;P, . . . , P ) heeft dezelfde beste antwoord orres-

pondenties als Γ (en dus ook dezelfde nash evenwihten als Γ). ⋄

16

Merk daartoe bijvoorbeeld op: als (X1, . . . , Xn; f1, . . . , fn) een gewogen potentiaalspel is, dan is

(X1, . . . , Xn; f1/w1, . . . , fn/wn)) een exat potentiaalspel.
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Er geldt �a ⇒ b�.

Bewijs.� Stel a geldt. Voor de beste antwoord orrespondentie R′
i van speler i in Γ′

geldt R′
i(z) = argmaxxi∈Xi

P (xi; z). Omdat P een exate potentiaal voor Γ is, is P een

beste antwoord potentiaal voor Γ en volgt Ri(z) = argmaxxi∈Xi
P (xi; z) = R′

i(z). Q.e.d.

In geval van een exate potentiaal is het best mogelijk dat er een nash evenwiht is

dat geen maximaliseerder van P is. Dat zien we bijvoorbeeld aan het exate potentiaal-

spel

(

5; 2 −1;−2
−5;−4 1; 4

)

met potentiaal

(

4 0
−6 2

)

. (We merken dat voor een quasi

potentiaal P er per de�nitie geldt E = argmax(P ).)

5.2 Verbeteringseigenshappen

We hebben met Stelling 1(3) al gezien dat elk eindig potentiaalspel een nash evenwiht

heeft. De volgende propositie implieert (dankzij Stelling 2(1)) dit resultaat nog eens

voor eindige exate potentiaalspelen.

Propositie 12 Elk eindig exat potentiaalspel heeft de eindige verbeteringseigenshap. ⋄

Bewijs.� Uit het ongerijmde. Dus stel dat γ = (x1,x2, . . .) een oneindig verbeteringspad
is. Dit betekent fi(l)(x

l+1) > fi(1)(x
l) voor alle l ≥ 1. Omdat het spel een exat

potentiaalspel is, volgt P (x1) < P (x2) < · · · . Dat is ehter onmogelijk omdat het spel

eindig is. Q.e.d.

Omdat een eindig exat potentiaalspel de eindige verbeteringseigenshap heeft, heeft

zo'n spel geen niet-triviaal ylish verbeteringspad. Dat resultaat geldt zelfs zonder de

eindigheid van het spel:

Propositie 13 In een exat potentiaalspel bestaat er geen niet-triviaal ylish verbete-

ringspad. ⋄

Bewijs.� Stel γ = (x1, . . . ,xk) is een niet-triviaal verbeteringspad. We moeten laten

zien dat x1 6= xk
is. Fixeer een exate potentiaal P . Omdat fi(l)(x

l+1) > fi(l)(x
l) (l ∈

Iγ), volgt P (xk) > · · · > P (x1). Omdat k ≥ 2, implieert dit dat x1 6= xk
. Q.e.d.

Propositie 14 De volgende uitspraken voor een spel in strategishe vorm Γ en een fun-

tie P : X → R zijn equivalent.

a. P is een exate potentiaal voor Γ.

b. Voor elke i ∈ N bestaat er een funtie hi : Xı̂ → R zodanig dat voor alle i ∈ N en

x ∈ X

fi(x) = P (x) + hi(xı̂). ⋄
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Bewijs.� �a ⇒ b�: �xeer i ∈ N . De�nieer de funtie hi : Xı̂ → R door

hi(z) = fi(ai; z) − P (ai; z).

Nu geldt, zoals gewenst, voor alle x ∈ X

fi(x) = fi(xi;xı̂) = (fi(xi;xı̂)− fi(ai;xı̂)) + fi(ai;xı̂)

= P (xi;xı̂)− P (ai;xı̂) + fi(ai;xı̂) = P (x) + hi(xı̂).

�b ⇒ a�: voor elke i ∈ N , z ∈ Xı̂ en ai, bi ∈ Xi geldt, zoals gewenst,

fi(ai; z) − fi(bi; z) = P (ai; z) + hi(z)− (P (bi; z) + hi(z)) = P (ai; z)− P (bi; z). Q.e.d.

De volgende propositie is een variant van de vorige.

Propositie 15 Een spel in strategishe vorm (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn) is een exat po-

tentiaalspel dan en slehts dan als er funties c : X → R en di : X → R (i ∈ N) bestaan
zodanig dat

a. fi = c+ di voor alle i ∈ N ,

b. (X1, . . . ,Xn; c, . . . , c) is een oördinatiespel,

. (X1, . . . ,Xn; d1, . . . , dn) is een dummyspel. ⋄

Bewijs.� Stel aan a� is voldaan. Nu is c een exate potentiaal voor (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn).
Inderdaad: voor elke i ∈ N , z ∈ Xı̂ en ai, bi ∈ Xi geldt

fi(ai; z)− fi(bi; z) = c(ai; z) + di(ai; z) − c(bi; z) − d(bi; z) = c(ai; z) − c(bi; z).

Nu stel (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn) is een exat potentiaalspel. Zij P een exate potentiaal

voor dat spel. Voor elke i ∈ N geldt fi = P + (fi − P ). Neem c := P en di := fi − P .
Merk tenslotte op dat voor elke i ∈ N , z ∈ Xı en ai, bi ∈ Xi

d
(z)
i (bi)− d

(z)
i (ai) = f

(z)
i (bi)− P

(z)
i (bi)− f

(z)
i (ai) + P

(z)
i (ai) = 0. Q.e.d.

Stelling 3 Als een spel in strategishe vorm exate potentialen P en Q heeft, dan is

P −Q onstant. ⋄.

Bewijs.� De de�nitie van een exate potentiaal implieert dat fi − P en fi −Q onaf-

hankelijk van xi ∈ Xi zijn. Dus ook P − Q = fi − Q − (fi − P ) is onafhankelijk van

xi ∈ Xi. Omdat dit voor elke i geldt, volgt dat P −Q onstant is. Q.e.d.

Voor een eindig pad γ = (x1,x2, . . . ,xk) zij

L(γ) :=
k−1
∑

l=1

(

fi(l)(x
l+1)− fi(l)(x

l)
)

.
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Stelling 4 Voor een spel in strategishe vorm Γ zijn de volgende uitspraken equivalent:

a. Γ is een exat potentiaalspel.

b. L(γ) = 0 voor alle ylishe paden γ.

. L(γ) = 0 voor alle simpele ylishe paden γ.

d. L(γ) = 0 voor alle simpele ylishe paden γ van lengte 4. ⋄

Bewijs.� Zie [16℄. Q.e.d.

De volgende propositie geeft een formule waarmee we snel kunnen ontroleren of een

2× 2-bimatrixspel een exat potentiaalspel is.

Propositie 16 Een spel in strategishe vorm ({0, 1}, {0, 1}; f1 , f2) is een exat potenti-

aalspel dan en slehts dan als

(f1(1, 0) − f1(0, 0)) + (f2(1, 1) − f2(1, 0))

+(f1(0, 1) − f1(1, 1)) + (f2(0, 0) − f2(0, 1)) = 0. ⋄

Bewijs.� Volgens Stelling 4 is het spel een exat potentiaalspel dan en slehts dan als

L(γ) = 0 voor alle simpele ylishe paden γ van lengte 4. Uitwerken van deze onditie

levert het gewenste resultaat. Hier zijn enkele details: er zijn preies 8 simpele ylishe

paden van lengte 4. Eén van die paden is γ1 = ((0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1), (0, 0)) en er geldt
L(γ1) = (f1(1, 0)−f1(0, 0))+(f2(1, 1)−f2(1, 0))+(f1(0, 1)−f1(1, 1))+(f2(0, 0)−f2(0, 1)).
Verder als γ een van deze aht paden is, dan geldt L(γ) = L(γ1) of L(γ) = −L(γ1). Q.e.d.

Propositie 17 Stel elke strategieverzameling Xi is een reëel interval, elke uitbetalings-

funtie fi : X → R is ontinu partieel di�erentieerbaar en P : X → R. Dan: P is

een exate potentiaal ⇔ [P is ontinu partieel di�erentieerbaar en Difi = DiP voor alle

i ∈ N ℄. ⋄

Bewijs.� �⇐�: �xeer i ∈ N , ai, bi ∈ Xi en z ∈ Xı̂. Omdat Df
(z)
i en DiP ontinu

zijn, volgt, zoals gewenst, fi(ai; z) − fi(bi; z) = f
(z)
i (ai) − f

(z)
i (bi) =

∫ ai
bi

Df
(z)
i (ξ) dξ =

∫ ai
bi

Difi(ξ; z) dξ =
∫ ai
bi

DiP (ξ; z) dξ = P (ai; z)− P (bi; z).

�⇒�: �xeer i ∈ N en z ∈ Xı̂. We moeten bewijzen dat P
(z)
i ontinu di�erentieerbaar

is en dat Df
(z)
i = DP

(z)
i . Welnu dit volgt meteen uit de de�nitie van exate potentiaal

en de ontinuïteit van Df
(z)
i . Q.e.d.

Stelling 5 Beshouw een spel in strategishe vorm Γ waar elke strategieverzameling Xi

een open reëel interval is en elke fi : X → R twee keer ontinu di�erentieerbaar is. Dan:
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Γ is een exat potentiaalspel dan en slehts dan als DiDjfi = DjDifj voor alle i, j ∈ N .

In dat geval zij P : X → R wel-gede�nieerd

17

door

P (x) =
∑

i∈N

∫ 1

0
γ′(z)Difi(γ(z)) dz

waar γ : [0, 1] → X stuksgewijs ontinu di�erentieerbaar is met γ(0) = x en γ(1) = b en

b ∈ X ge�xeerd is. Deze P is een exate potentiaal. ⋄

Bewijs.� Stel Γ is een exat potentiaalspel. Fixeer een exate potentiaal P . Proposi-

tie 17 garandeert dat P ontinu partieel di�erentieerbaar is en dat Difi = DiP voor alle

i ∈ N . Fixeer i, j ∈ N . Er volgt dat fi, fj en P twee keer ontinu partieel di�erentieerbaar

zijn. Daarmee vinden we DiDjfi = DjDifi = DjDiP = DiDjP = DiDjfj = DjDifj .
Nu stel dat DiDjfi = DjDifj voor alle i, j ∈ N . Beshouw het vetorveld F :

X → R
n
gede�nieerd door F = (D1f1, . . . ,Dnfn). Merk op dat X open en enkelvoudig

samenhangend is en dat F ontinu di�erentieerbaar is. Omdat DiFj = DjFi, volgt uit

de theorie der vetormaximalisatie dat er een twee keer ontinu di�erentieerbare salaire

potentiaal voor F bestaat, i.e. een twee keer ontinu di�erentieerbare P : X → R met

F = (D1P, . . . ,DnP ), dus met Difi = DiP . Propositie 17 garandeert dat P een exate

potentiaal is. Dus Γ is een exat potentiaalspel. Q.e.d.

5.3 Bilaterale symmetrishe interatie spelen

Het speltype in de volgende de�nitie werd geïntrodueerd in [22℄.

De�nitie 11 Een spel in strategishe vorm heet een bilateraal symmetrish interatie spel

als er voor alle i, j ∈ N met i 6= j funties wij : Xi ×Xj → R en hi : Xi → R bestaan

zodanig dat voor alle x ∈ X

wij(xi, xj) = wji(xj , xi) (i, j ∈ N),

fi(x) =
∑

j∈N\{i}

wij(xi, xj)− hi(xi). ⋄

Opgepast: een bilateraal symmetrish interatie spel hoeft niet symmetrish te zijn.

�Symmetrish� in de naamgeving van het spel slaat er slehts op dat er symmetrishe

interaties, i.e. de wij(xi, xj), zijn. Ze zijn een aanwinst voor de speltheorie, vooral

vanwege:

Stelling 6 Elk bilateraal symmetrish interatie spel is een exat potentiaal spel. Een

exate potentiaal wordt gegeven door P (x) =
∑

k<l wkl(xk, xl)−
∑

k hk(xk). ⋄

17

In dat verband merk op dat elke P (x) onafhankelijk van de keuze van γ is.
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Bewijs.� Allereerst merk op dat voor gegeven i ∈ N

P (x) =
∑

k<l,k 6=i

wkl(xk, xl) +
∑

i<l

wil(xi, xl)− hi(xi)−
∑

k 6=i

hk(xk)

=
∑

k<l,k 6=i,l 6=i

wkl(xk, xl) +
∑

k<i,k 6=i

wki(xk, xi) +
∑

i<l

wil(xi, xl)− hi(xi)−
∑

k 6=i

hk(xk)

=
∑

k<l,k 6=i,l 6=i

wkl(xk, xl) +
∑

k<i

wki(xk, xi) +
∑

i<k

wik(xi, xk)− hi(xi)−
∑

k 6=i

hk(xk)

=
∑

k<l,k 6=i,l 6=i

wkl(xk, xl) +
∑

k<i

wki(xk, xi) +
∑

i<k

wki(xk, xi)− hi(xi)−
∑

k 6=i

hk(xk)

=
∑

k<l,k 6=i,l 6=i

wkl(xk, xl) +
∑

k 6=i

wki(xk, xi)− hi(xi)−
∑

k 6=i

hk(xk).

Nu �xeer i ∈ N , z ∈ Xı̂ en ai, bi ∈ Xi. We moeten laten zien dat P (bi; z)−P (ai; z) =
fi(bi; z) − fi(ai; z). Welnu,

P (bi; z)− P (ai; z)

=
(

∑

k<l,k 6=i,l 6=i

wkl(zk, zl) +
∑

k 6=i

wki(zk, bi)− hi(bi)−
∑

k 6=i

hk(zk).
)

−
(

∑

k<l,k 6=i,l 6=i

wkl(zk, zl) +
∑

k 6=i

wki(zk, ai)− hi(ai)−
∑

k 6=i

hk(zk).
)

=
∑

k 6=i

(wki(zk, bi)− wki(zk, ai)) + hi(ai)− hi(bi).

En

fi(bi; z)− fi(ai; z)

=
(

∑

k 6=i

wik(bi, zk)− hi(bi)
)

−
(

∑

k 6=i

wik(ai, zk)− hi(ai)
)

∑

k 6=i

(wik(bi, zk)− wik(ai, zk)) + hi(ai)− hi(bi)

=
∑

k 6=i

(wki(zk, bi)− wki(zk, ai)) + hi(ai)− hi(bi). Q.e.d.

Propositie 18 Elk symmetrish 2×2 bi-matrix-spel is een bilateraal symmetrish inter-

atie spel en dus een exat potentiaalspel. ⋄

Bewijs.� Zie [22℄. Q.e.d.
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5.4 Conrete voorbeelden

Voorbeeld 2 (Cournot oligopolie met a�ene prijsfuntie.) Beshouw het volgende spel

in strategishe vorm met Xi = R+ voor elke i:

fi(x) = (α− β

n
∑

l=1

xl)xi − ci(xi).

Hier zijn α, β > 0 en ci : Xi → R.

In geval elke ci di�erentieerbaar is, volgt DiDjfi = DiDjfj = −β voor alle i en

j met i 6= j. Stelling 5 garandeert dat het spel een exat potentiaalspel is. Er geldt

Difi = α− β(xi −
∑

l xl)−Dci. De�nieer P : X → R door

P (x) = α
∑

l

xl − β
∑

l

x2l − β
∑

1≤p<q≤n

xpxq −
∑

l

cl(xl).

Propositie 17 garandeert, in geval ci ontinu di�erentieerbaar is, dat P een exate poten-

tiaal is.

Opmerking: bovenstaande P is zelfs een exate potentiaal zonder de di�erentieerbaar-

heid der ci. ⋄

Voorbeeld 3 (Grensovershrijdend vervuilingsspel.) Volgt nu een voorbeeld uit de milieu-

eonomie (zie bijvoorbeeld [3℄). Een grensovershrijdend vervuilingsspel is een spel in

strategishe vorm waar voor elke speler i ∈ N de strategieverzameling Xi een eigenlijk

interval van R is met 0 ∈ Xi ⊆ R+ en zijn uitbetalingsfuntie gegeven wordt door de

volgende formule

fi(x1, . . . , xn) = Pi(xi)−Di(

n
∑

l=1

τilxl).

Hier zijn alle τil ≥ 0, τii > 0 , Pi : Xi → R en Di :
∑

l∈N τilXl → R. Verder is de

n× n-matrix T := (τil) niet-diagonaal.
In geval X1 = · · · = Xn =: X, τil = 1 voor alle i, j en D1 = · · · = Dn := D,

is het grensovershrijdende vervuilingspel een exat potentiaalspel. Inderdaad, de�nieer

P : X → R door

P (x) :=
∑

l∈N

Pl(xl)−D(
∑

l∈N

xl).

Voor i ∈ N de�nieer hi : Xı̂ → R door

hi(z) := −
∑

j∈N\{i}

Pj(zj)

Nu geldt voor alle i ∈ N en x ∈ X

fi(x) = P (x) + hi(xı̂).

Propositie 14 garandeert dat P een exate potentiaal is. ⋄

Tenslotte merken we hier nog even op dat een variant van Stelling 5 reentelijk ont-

wikkeld is in [2℄.
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6 Ordinale potentiaalspelen

6.1 Relatie met oördinatiespel

Propositie 19 Beshouw een spel in strategishe vorm Γ = (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn),
P : X → R en de volgende twee uitspraken.

a. P is een ordinale potentiaal voor Γ.

b. Het oördinatiespel Γ′ = (X1, . . . ,Xn;P, . . . , P ) heeft dezelfde beste antwoord orres-

pondenties als Γ (en dus ook dezelfde nash evenwihten als Γ). ⋄

Er geldt �a ⇔ b�.

Bewijs.� �a ⇒ b�: vervang in het bewijs van Propositie 11 �exate� door �ordinale�.

�b ⇒ a�: stel b geldt. Fixeer i, z en ai, bi. Duidt met R′
i de beste antwoord orrespon-

dentie van speler i in Γ′
aan. Dus R′

i(z) = argmaxxi∈Xi
P (xi; z) = Ri(z). Dit implieert

fi(ai; z) < fi(bi; z) Q.e.d.

Opmerking: �b ⇒ a� geldt niet in Propositie 19.

6.2 Verbeteringseigenshappen

Propositie 20 Elk eindig ordinaal potentiaalspel heeft de eindige verbeteringseigenshap.

⋄

Bewijs.� Preies zo als het bewijs van Propositie 12. Q.e.d..

Omdat elk eindig ordinaal potentiaalspel de eindige verbeteringseigenshap heeft, ga-

randeert Propositie 8 dat zo'n spel geen niet-triviaal ylish verbeteringspad heeft. Dat

resultaat geldt zelfs zonder de eindigheid van het spel:

Propositie 21 In een ordinaal potentiaalspel bestaat er geen niet-triviaal ylish ver-

beteringspad. ⋄

Bewijs.� Net zo als het bewijs van Propositie 13. Q.e.d.

De volgende stelling verbetert Propositie 21 in geval het spel eindig is.

Stelling 7 Voor een spel in strategishe vorm Γ met X aftelbaar zijn de volgende uit-

spraken equivalent:

a. Γ is een ordinaal potentiaalspel.

b. Er bestaat geen niet-triviaal ylish zwak verbeteringspad. ⋄

Bewijs.� �a ⇒ b� hebben we dus al. Voor �b ⇒ a� zie de literatuur, bijvoorbeeld [24℄.

Q.e.d.

Een spel met de eindige verbeteringseigenshap hoeft geen ordinaal potentiaalspel te

zijn. Zie ook Propositie 24.
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6.3 Conrete voorbeelden

Voorbeeld 4 (Cournot oligopolie met lineaire kostenfuntie.) Beshouw het volgende

spel in strategishe vorm met Xi = R+ voor elke i:

fi(x) = p(x1 + · · · + xn)xi − cxi.

Hier is c > 0 en p : R+ → R.

De�nieer P : X → R door

P (x) =
∏

l

xl(p(x1 + x2 + · · · + xn)− c).

Voor i ∈ N, z ∈ Xı̂ en ai, bi ∈ R geldt

fi(ai; z)− fi(bi; z) = p(ai +
∑

l

zl)ai − cai − (p(bi +
∑

l

zl)bi − cbi).

P (ai; z)− P (bi; z) =
∏

l

zl

(

ai(p(ai +
∑

l

zl)− c)− (bi(p(bi +
∑

l

zl)− c)
)

.

Dit implieert fi(ai; z) < fi(bi; z) ⇔ P (ai; z) < P (bi; z). Dus P is een ordinale potenti-

aal. ⋄

7 Gegeneraliseerde ordinale potentiaalspelen

7.1 Verbeteringseigenshappen

Propositie 22 Elk eindig gegeneraliseerd ordinaal potentiaalspel heeft de eindige verbe-

teringseigenshap. ⋄

Bewijs.� Net zo als het bewijs van Propositie 12. Q.e.d.

Stelling 2(1) implieert nu:

Corollarium 1 Elk eindig gegeneraliseerd ordinaal potentiaalspel is zwak aylish. ⋄

Omdat elk eindig gegeneraliseerd ordinaal potentiaalspel de eindige verbeteringseigen-

shap heeft, garandeert Propositie 7 dat zo'n spel geen niet-triviaal ylish verbeterings-

pad heeft. Dat resultaat geldt zelfs zonder de eindigheid van het spel:

Propositie 23 In een gegeneraliseerd ordinaal potentiaalspel bestaat er geen niet-triviaal

ylish verbeteringspad. ⋄

Bewijs.� Net zo als het bewijs van Propositie 13. Q.e.d.

Stelling 8 (Monderer en Shapley 1996.) Voor een eindig spel in strategishe vorm Γ
zijn de volgende uitspraken equivalent:
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a. Γ is een gegeneraliseerd ordinaal potentiaalspel.

b. Γ heeft de eindige verbeteringseigenshap.

. Er bestaat geen niet-triviaal ylish verbeteringspad. ⋄

Bewijs.� `a ⇒ b': dankzij Propositie 22.

`b ⇔ ': dankzij Propositie 7.

`b ⇒ a': zie [16℄. de�nieer als volgt een relatie R op X: xRy betekent dat Q.e.d.

Propositie 24 Beshouw een gegeneraliseerd ordinaal potentiaalspel. Voldoende voor de

existentie van een ordinale potentiaal is dat elke onditionele uitbetalingsfuntie injetief

is. ⋄

Bewijs.� Zij P een gegeneraliseerde ordinale potentiaal. Dus voor elke i ∈ N , z ∈ Xı̂

en ai, bi ∈ Xi

fi(ai; z) < fi(bi; z) ⇒ P (ai; z) < P (bi; z). (12)

We laten nu zien dat de injetiviteit van fi(·; z) implieert dat in deze formule ook “ ⇐′′

geldt; dus P is een ordinale potentiaal.

Stel dus i ∈ N , z ∈ Xı̂, ai, bi ∈ Xi en P (ai; z) < P (bi; z). Dus ai 6= bi. (12) implieert

dat fi(ai; z) > fi(bi; z) niet geldt. Ook geldt fi(ai; z) = fi(bi; z) niet, want dan zou

ai = bi. Q.e.d.

8 Beste antwoord potentiaalspelen

8.1 Relatie met oördinatiespel

Propositie 25 Stel P is een beste antwoord potentiaal voor Γ = (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn).
Zij Γ′

het oördinatiespel (X1, . . . ,Xn;P, . . . , P ).

1. Γ en Γ′
hebben dezelfde beste antwoord orrespondenties.

2. E(Γ) = E(Γ′). ⋄

Bewijs.� 1. Omdat Ri(z) = argmaxxi∈Xi
P (xi; z).

2. dankzij deel 1. Q.e.d.

8.2 Verbeteringseigenshappen

Stelling 9 Elk eindig beste antwoord potentiaalspel heeft de eindige beste antwoord ver-

beteringseigenshap. ⋄

Bewijs.� Uit het ongerijmde. Dus stel dat γ = (x1,x2, . . .) een oneindig beste antwoord

ompatibel verbeteringspad is. Dit implieert dat fi(l)(x
l+1) > fi(1)(x

l) voor alle l ≥ 1.
Omdat het spel een beste antwoord potentiaalspel is, volgt met (11) dat P (x1) < P (x2) <
· · · . Dat is ehter onmogelijk omdat het spel eindig is. Q.e.d.
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Propositie 8 implieert dat een eindig beste antwoord potentiaalspel geen niet-triviaal

ylish beste antwoord ompatibel verbeteringspad heeft. Dat resultaat geldt zelfs zon-

der de eindigheid van het spel:

Propositie 26 In een beste antwoord potentiaalspel bestaat er geen niet-triviaal ylish

beste antwoord ompatibel zwak verbeteringspad. ⋄

Bewijs.� Stel γ = (x1, . . . ,xk) is een niet-triviaal beste antwoord zwak verbeteringspad.

We moeten laten zien dat x1 6= xk
is. Fixeer een beste antwoord potentiaal P . Omdat

fi(l)(x
l+1) ≥ fi(l)(x

l) voor alle l met tenminste één ongelijkheid strikt, volgt uit (10) en

(11) dat P (xk) ≥ · · · ≥ P (x1) met ook hier tenminste één ongelijkheid strikt. Dit geeft

P (xk) > P (x1) en dus x1 6= xk
. Q.e.d.

Deze propositie garandeert dus ook dat in een beste antwoord potentiaalspel er geen

niet-triviaal ylish beste antwoord ompatibel verbeteringspad bestaat. Het is verder

wel heel goed mogelijk dat een beste antwoord potentiaalspel een niet-triviaal ylish

verbeteringspad (en dus ook een oneindig verbeteringspad) heeft.

Stelling 10 Voor een spel in strategishe vorm Γ met eigenlijke beste antwoord orres-

pondenties zijn de volgende uitspraken equivalent:

a. Γ is een beste antwoord potentiaalspel.

b. Elk eindig niet-triviaal beste antwoord zwak verbeteringspad is aylish. ⋄

Bewijs.� a ⇒ b: dankzij Propositie 26.

b ⇒ a: zie [24℄. Q.e.d.

Het volgende voorbeeld, dat de auteur door Kukushkin aangereikt is, toont aan dat

Stelling 10 niet meer waar is in geval de eis dat de beste antwoord orrespondenties

eigenlijk zijn, weggelaten wordt.

18

Voorbeeld 5 Stel n = 2, X1 = {1/1, 1/2, 1/3, . . .} ∪ {0},X2 = {0, 1},

f1(x1, 0) :=

{

1 als x1 = 1,
0 als x1 < 1,

f1(x1, 1) :=

{

1− x1 als x1 > 0,
0 als x1 = 0,

f2(x1, x2) :=















0 als x1 < 1 ∧ x2 = 1,
1 als x1 < 1 ∧ x2 = 0,
1 als x1 = 1 ∧ x2 = 1,
0 als x1 = 1 ∧ x2 = 0.

Dit implieert

R1(0) = {1}, R1(1) = ∅, R2(x1) = {0} (x1 < 1), R2(1) = {1}.

18

Dit maakt dat Theorem 3.1 and Theorem 3.2 in [24℄ niet zonder meer orret zijn.

31



Omdat #X2 = 2 en R1(1) = ∅ volgt dat elk beste antwoord zwak verbeteringspad eindig

is. Propositie 10 garandeert daarom dat elk eindig niet-triviaal beste antwoord ompatibel

verbeteringspad aylish is. Stel nu eens dat P : X1 × X2 → R een beste antwoord

potentiaal zou zijn. Omdat, voor elke a1 ∈ X1\{1}, het pad ((a1, 1), (a1, 0), (1, 0), (1, 1))
een beste antwoord ompatibel verbeteringspad is en P een beste antwoord potentiaal is,

volgt voor elke a1 < 1 met (11) dat

P (a1, 1) < P (a1, 0) < P (1, 0) < P (1, 1).

Maar, omdat 1 6∈ argmaxx1∈X1
u1(x1, 1), is ook 1 6∈ argmaxx1∈X1

P (x1, 1). Dus is er een

x1 < 1 met P (x1, 1) > P (1, 1), tegenspraak. ⋄

9 Gegeneraliseerde beste antwoord potentiaalspelen

9.1 Verbeteringseigenshappen

We hebben met Stelling 1(3) al gezien dat elk eindig potentiaalspel een nash evenwiht

heeft. De volgende stelling implieert, dankzij Stelling 2(3), dit resultaat nog eens voor

eindige gegeneraliseerde beste antwoord potentiaalspelen.

Stelling 11 Elk eindig gegeneraliseerd beste antwoord potentiaalspel heeft de eindige beste

antwoord verbeteringseigenshap. ⋄

Bewijs.� Zij ≻ een gegeneraliseerde beste antwoord potentiaal. We moeten bewijzen

dat elk beste antwoord ompatibel verbeteringspad eindig is. Welnu, als (x1,x2, . . .) een
oneindig dergelijk pad zou zijn, dan zou volgens Propositie 3(2), · · · x2

� x1
en vandaar

· · · ≻ x2 ≻ x1
. Omdat het spel eindig is, zijn er l,m met l < m en x(l) = x(m)

. Maar

dan zou xm ≻ xl
vanwege de transitiviteit van ≻. Dat is ehter absurd vanwege de

irre�exiviteit van ≻. Q.e.d.

Omdat een eindig gegeneraliseerd beste antwoord potentiaalspel de eindige beste ant-

woord verbeteringseigenshap heeft, heeft zo'n spel geen niet-triviaal ylish beste ant-

woord ompatibel verbeteringspad. Dat resultaat geldt zelfs zonder de eindigheid van

het spel:

Propositie 27 In een gegeneraliseerd beste antwoord potentiaalspel bestaat er geen niet-

triviaal ylish beste antwoord ompatibel verbeteringspad. ⋄

Bewijs.� Stel γ = (x1, . . . ,xk) is een niet-triviaal eindig beste antwoord ompatibel

verbeteringspad. We moeten laten zien dat x1 6= xk
is. Fixeer een gegeneraliseerde beste

antwoord potentiaal ≻. Propositie 3(2) gasrandeert xk
�· · ·�x1

. Er volgt xk ≻ · · · ≻ x1
.

Omdat ≻ transitief is volgt xk ≻ x1
. Omdat ≻ irre�exief is, volgt x1 6= xk

. Q.e.d.

Het is een misverstand te denken dat het volgende resultaat geldt voor een eindig spel

in strategishe vorm Γ: Γ is een beste antwoord potentiaalspel ⇔ Γ heeft de eindige beste

antwoord verbeteringseigenshap.
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Stelling 12 Beshouw de volgende drie uitspraken voor een spel in strategishe vorm

met eigenlijke beste antwoord orrespondenties.

a. Het spel is een gegeneraliseerd beste antwoord potentiaalspel.

b. Het spel heeft de eindige beste antwoord verbeteringseigenshap.

. Er bestaat geen niet-triviaal ylish beste antwoord ompatibel verbeteringspad.

Er geldt b ⇒ c en a ⇔ c. Indien het spel eindig is, geldt a ⇔ b ⇔ c.

Bewijs.� Zie de literatuur. Q.e.d.

10 Pseudo potentiaalspelen

10.1 Relatie met oördinatiespel

Propositie 28 Stel P is een pseudo potentiaal voor Γ = (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn). Zij Γ
′

het oördinatiespel (X1, . . . ,Xn;P, . . . , P ). Zij Ri de beste antwoord orrespondentie van

speler i in Γ en Ri
′
de beste antwoord orrespondentie van speler i in Γ′

1. Voor alle i ∈ N en z ∈ Xı̂: Ri
′(z) ⊆ Ri(z).

2. E(Γ′) ⊆ E(Γ).

3. argmax(P ) ⊆ E. ⋄

Bewijs.� 1. Dit volgt meteen uit de de�nitie van pseudo-potentiaal.

2. Dit volgt meteen uit deel 1.

3. Stel e is een maximaliseerder van P . Dus P (e) ≥ P (a) voor alle a ∈ X. Dit

implieert voor alle i dat ei ∈ Ri
′(eı̂). Dus e is een nash evenwiht van Γ′

. Deel 2

garandeert dat e ook een nash evenwiht van Γ is. Q.e.d.

10.2 Verbeteringseigenshappen

Er bestaan resultaten aangaande verbeteringseigenshappen voor pseudo potentiaalspe-

len. Een en ander in dat verband is relatief geomplieerd. In deze versie van het

typosript laten we het hierbij.

Pseudo potentiaalspelen hebben diverse speltheoretishe resultaten, vooral uit de the-

orie der industriële organisatie, oneptueler gemaakt. In dat verband vermeld de auteur

nu, zonder verder ommentaar, slehts dat spelen met aggregatie met zwak strategishe

substituten of met zwak strategishe omplementen pseudo potentiaalspelen zijn.
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11 Quasi en zwakke quasi potentiaalspelen

Propositie 29 1. Elk spel in strategishe vorm met een nash evenwiht is een quasi

potentiaalspel.

2. Elk eindig spel in strategishe vorm zonder nash evenwiht is geen quasi potentiaal-

spel.

3. Elk oneindig spel in strategishe vorm is een quasi potentiaalspel. ⋄

Bewijs.� 1. De�nieer P : X → R door P (x) =

{

137 als x ∈ E,
0 als x 6∈ E.

. Omdat E 6= ∅

volgt argmax(P ) = E en is dus P een quasi-potentiaal.

2. Omdat het spel eindig is, geldt voor elke P : X → R dat argmax(P ) 6= ∅ terwijl

E = ∅.
3. Als E 6= ∅ volgt dit uit deel 1. Nu stel E = ∅. Omdat E = ∅, is elke funtie

P : X → R die geen maximaliseerder heeft (en zo'n funtie bestaat omdat er oneindig

veel strategiepro�elen zijn) een quasi-potentiaal. Q.e.d.

Propositie 30 Stel elke strategieverzameling is een onvex open deel van R
n
en P : X →

R is een exate potentiaal. Als P onaaf en partieel di�erentieerbaar is, dan is P een

quasi-potentiaal. ⋄

Bewijs.� Omdat P een exate potentiaal is, geldt argmax(P ) ⊆ E. Resteert te be-

wijzen dat E ⊆ argmax(P ). Daartoe stel e ∈ E. Omdat P onaaf is, volgt dat e een

maximaliseerder van P is als we laten zien dat DiP (e) = 0 (i ∈ N). Fixeer i ∈ N en

�xeer een willekeurige bi ∈ Xi. Omdat e ∈ E en X open is volgt Difi(e) = 0. Omdat P
een exate potentiaal is, volgt voor alle xi ∈ Xi

fi(xi; eı̂)− fi(bi; eı̂) = P (xi; eı̂)− P (bi; eı̂).

Dit implieert Difi(·; eı̂) = DiP (·; eı̂). In het bijzonder, zoals gewenst, 0 = Difi(ei; eı̂) =
DiP (ei; eı̂). Q.e.d.

12 Congestiespelen

12.1 Inleiding

In de volgende deelparagraaf presenteren en analyseren we het ongestiemodel en bij-

horend ongestiespel à la Rosenthal ([19℄).

12.2 Congestiemodel en -spel

In reële-wereld bewoordingen betreft een ongestiemodel een model waar elke speler een

speiale ombinatie van zogenaamde primaire failiteiten kiest uit een gemeenshappelijke

verzameling van dergelijke failiteiten. De uitbetaling geassoieerd met elke primaire
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failiteit is een funtie van het aantal spelers dat die failiteit in hun keuze hebben. De

uitbetaling die een speler ontvangt is de som van de uitbetalingen geassoieerd met de

primaire failiteiten in zijn keuze.

Een ongestiemodel is gespei�eerd door een 4-tuple (N,R, (Xi)i∈N , (dr)r∈R) waar

� N = {1, . . . , i, . . . , n},

� R = {1, . . . , r, . . . ,m}, een niet-lege eindige verzameling,

� Xi ⊆ 2R \ {∅},

� dr : N → R een funtie.

Interpretatie: N is de verzameling der spelers, R is de verzameling der resoures, Xi de

verzameling der strategieën van speler i, dr de kostenfuntie voor gebruik van resoure r
met dr(k) de kosten voor elke speler die ressoure r gebruikt als k spelers deze ressoure

gebruiken. De dr zijn dus speler onafhankelijk.

19

Een speiaal geval is waar Xi voor elke speler bestaat uit één niet-lege deelverzameling

van R en wel voor elke speler dezelfde deelverzameling. In toepassingen zijn de funties

dr veelal nog stijgend.

Gegeven een ongestiemodel (N,R, (Xi)i∈N , (dr)r∈R) is het geassoieerde ongestiespel
het spel in strategishe vorm (X1, . . . ,Xn; f1, . . . , fn) met N als spelersverzameling, Xi

de strategieverzameling van speler i en

fi(x) := −
∑

r∈xi

dr(nr(x))

de uitbetalingsfuntie fi voor speler i; hier is

nr(x) := #{i ∈ N | r ∈ xi}.

Een van de toepassingen van ongestiemodellen zijn verkeersnetwerken. Volgt nu een

(tot de verbeelding sprekend) simpel voorbeeld daarvan. De spelersverzameling N is de

verzameling van automobilisten en de verzameling der ressoures R is de verzameling

van alle wegen. Alle automobilisten hebben het zelfde vertrekpunt en aankomstpunt. De

strategie xi van automobilist i is een routekeuze, Xi is de verzameling van routekeuzes

die voor voor automobilist i in aanmerking komen, nr(x) het aantal automobilisten dat

gebruikt maakt van weg r bij routekeuzen x, dr(k) de kosten voor een automobilist voor

gebruik van weg r als er k automobilisten zijn die gebruik van weg r maken.

Hier is een voorbeeld van dat geval; het wordt op voor de hand liggende wijze gere-

presenteerd (i.e. gede�nieerd) door onderstaande graaf. De beoogde interpretatie is de

volgende: er zijn vier wegen, genummerd met 1, 2, 3, 4. Verder is de kostenvetor cj voor
elke weg j gegeven. Stel nu dat er twee automobilisten zijn die van © naar

⊕

willen en

voor beiden daarvoor de routekeuzes {1, 2} (i.e. weg 1 gevolgd door weg 2) en {3, 4} in

aanmerking komen.

19

[15℄ bestudeert ongestiespelen met speler afhankelijke kostenfunties waar er slehts één ressoure is.
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bc ⊕

⊗

⊗

1
2

3 4

c1(k) = 1
c2(k) = k2

c3(k) = 2
c4(k) = k2

Met route {1, 2} als strategie 1 en {3, 4} als strategie 2 is het geassoieerde ongestiespel

dan het bi-matrix-spel

(

−5;−5 −2;−3
−3;−2 −6;−6

)

. Dit spel heeft twee nash evenwihten: (1, 2)

en (2, 1).

12.3 Eigenshappen

In bovenstaand voorbeeld had het spel een nash evenwiht. De volgende stelling geeft

daarvoor een diepere oorzaak aan.

Stelling 13 Elk ongestiespel is een exat potentiaalspel. Een exate potentiaal P : X →

R wordt gegeven door P (x) = −
∑

r∈R

∑nr(x)
k=1 dr(k). ⋄

Bewijs.� Om te bewijzen dat P een exate potentiaal is �xeer i ∈ N , z ∈ Xı̂ en

ai, bi ∈ Xi. Met ∆ het symbool voor het symmetrishe vershil, geldt

R = (ai∆bi) ∪ (R \ (ai∆bi))

en dat deze vereniging disjunt is. De belangrijke opmerkingen zijn nu dat

nr(ai; z) = nr(bi; z) voor elke r ∈ R \ (ai∆bi)),

nr(ai; z) − nr(bi; z) = 1 (r ∈ ai \ bi) en nr(bi; z) − nr(ai; z) = 1 (r ∈ bi \ ai),

nr(ai; z) = nr(bi; z) (r ∈ ai ∩ bi).

Daarmee volgt enerzijds

P (ai; z)− P (bi; z)

= −
∑

r∈R

nr(ai;z)
∑

k=1

dr(k) +
∑

r∈R

nr(bi;z)
∑

k=1

dr(k)

36



= −
∑

r∈ai∆bi

nr(ai;z)
∑

k=1

dr(k) +
∑

r∈ai∆bi

nr(bi;z)
∑

k=1

dr(k)

= −(
∑

r∈ai\bi

+
∑

r∈bi\ai

)

nr(ai;z)
∑

k=1

)dr(k) + (
∑

r∈ai\bi

+
∑

r∈bi\ai

nr(bi;z)
∑

k=1

)dr(k))

= −
∑

r∈ai\bi

(

nr(ai;z)
∑

k=1

−

nr(bi;z)
∑

k=1

)dr(k) +
∑

r∈bi\ai

(

nr(bi;z)
∑

k=1

−

nr(ai;z)
∑

k=1

)dr(k).

=
∑

r∈bi\ai

dr(nr(bi; z)) −
∑

r∈ai\bi

dr(nr(ai; z)).

En anderzijds

fi(ai; z)− fi(bi; z)

= −
∑

r∈ai

dr(nr(ai; z)) +
∑

r∈bi

dr(nr(bi; z))

= −(
∑

r∈ai\bi

+
∑

r∈ai∩bi

dr(nr(ai; z)) + (
∑

r∈bi\ai

+
∑

r∈bi∩ai

dr(nr(bi; z))

=
∑

r∈bi\ai

dr(nr(bi; z)) −
∑

r∈ai\bi

dr(nr(ai; z)). Q.e.d.

Verrassend is dat Stelling 13 niet verondersteld dat de kostenfunties dr stijgend zijn.

Stelling 14 Elk eindig potentiaalspel is herbenoemingsequivalent met een ongestiespel.

⋄

Bewijs.� Zie [16℄. Q.e.d.

12.4 Braess' paradox

Beshouw, net als in de vorige deelparagraaf, een verkeersnetwerk, en wel:
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bc ⊕

⊗

⊗

1
2

3 4

c1(k) = k/3
c2(k) = 1

c3(k) = 1
c4(k) = k/3

De bi-matrix voor dit spel is

(

−5/3;−5/3 −4/3;−4/3
−4/3;−4/3 −5/3;−5/3

)

. Dit spel heeft twee nash

evenwihten: (1, 2) en (2, 1). In elke evenwiht heeft elke speler uitbetaling −4/3.
We modi�eren bovenstaand verkeersnetwerk nu door een vijfde weg toe te voegen

waarvan het gebruik geen kosten oplevert:

bc ⊕

⊗

⊗

1
2

3 4

c1(k) = k/3
c2(k) = 1

c3(k) = 1
c4(k) = k/3

5

c
5 (k

)
=

0

Dit levert een derde routekeuze op: {1, 5, 4}. Met deze als derde strategie krijgen we

het bi-matrix-spel





−5/3;−5/3 −4/3;−4/3 −5/3;−1
−4/3;−4/3 −5/3;−5/3 −5/3;−1
−1;−5/3 −1;−5/3 −4/3;−4/3





. Dit spel heeft één nash

evenwihten: (3, 3). In dat evenwiht heeft elke speler uitbetaling −4/3. Conlusie:

toevoegen van weg 5 �heeft niets opgeleverd�.
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